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РЕШЕНИЕ ВЕКТОРНОЙ ТРЕХМЕРНОЙ ОБРАТНОЙ  
ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ НА ОБЪЕМНОМ НЕОДНОРОДНОМ  

ТЕЛЕ ДВУХШАГОВЫМ МЕТОДОМ1 
2 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Цель работы – обоснование и программная реализа-

ция двухшагового метода решения векторной трехмерной обратной задачи 
дифракции на неоднородном рассеивателе, характеризующемся кусочно-
гладкой диэлектрической проницаемостью.  

Материалы и методы. Исходная краевая задача для системы уравнений 
Максвелла сводится к системе интегродифференциальных уравнений; для ис-
следования этой системы применяются элементы теории потенциала и преоб-
разования Фурье.  

Результаты. Предложена интегральная формулировка векторной обратной 
задачи дифракции, установлена единственность решения интегродифферен-
циального уравнения первого рода в специальных классах функций; разрабо-
тан двухшаговый метод решения векторной обратной задачи дифракции; про-
граммно реализованы алгоритмы уточнения приближенных решений задачи  
с зашумленными данными.  

Выводы. Двухшаговый метод является эффективным подходом к решению 
векторных задач ближнепольной томографии.  

Ключевые слова: трехмерная векторная обратная задача дифракции, вос-
становление неизвестной диэлектрической проницаемости, интегродифферен-
циальные уравнения, единственность решения, двухшаговый метод. 

 
M. Yu. Medvedik, Yu. G. Smirnov, A. A. Tsupak 

THE SOLUTION OF A VECTOR 3D INVERSE  
DIFFRACTION PLOBLEM ON A 3D HETEROGENEOUS  

BODY BY A TWO-SWEEP METHOD 
 
Abstract.  
Background. The purpose of this work is justification and implementation of the 

two-step approach for solving vector 3D inverse problem of diffraction by a hetero-
geneous solid with a piecewise smooth permittivity.  

                                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 18-01-00219 A. 

2 © Медведик М. Ю., Смирнов Ю. Г., Цупак А. А., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной ли-
цензии Creative Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), 
которая дает разрешение на неограниченное использование, копирование на любые носители при усло-
вии указания авторства, источника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если та-
ковые имеют место. 
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Materials and methods. The original boundary value problem for Maxwell’s 
equations is reduced to a system of integro-differential equations; the system is stud-
ied using potential theory and Fourier transform.  

Results. The integral formulation of the vector inverse problem of diffraction is 
given; uniqueness of a solution to the integro-differential equation of the first type is 
established in special function spaces; non-iterative approach for solving the inverse 
problem is implemented; several techniques for solutions’ refinement are also im-
plemented.  

Conclusions. The two-sweep method is an efficient technique for solving vector 
3D problems of near-field tomography. 

Keywords: vector 3D inverse problem of diffraction, reconstruction of unknown 
permittivity, integro-differential equations, uniqueness of solutions, two-sweep 
method. 

Введение 

Обратные векторные задачи дифракции в трехмерном пространстве 
представляют большой интерес на протяжении уже нескольких десятилетий. 
Один из наиболее распространенных подходов к их решению заключается  
в минимизации некоторых функционалов ошибок и использовании итерацион-
ных методов, требующих выбора хорошего начального приближения [1–4]. 

В данной работе рассматривается неитерационный подход к решению 
трехмерной векторной обратной задачи дифракции монохроматической элек-
тромагнитной волны на неоднородном теле. Задача состоит в отыскании не-
известной диэлектрической проницаемости (или соответствующего ей пока-
зателя преломления) ограниченного объемного рассеивателя, расположенно-
го в 3.  В статье представлено описание, обоснование и применение двух-
шагового метода, который ранее успешно применялся для решения скаляр-
ных обратных задач рассеяния [5–12]. 

Статья состоит из четырех разделов. В первом разделе формулируется 
прямая задача дифракции монохроматической электромагнитной волны на 
ограниченном объемном препятствии с заданной постоянной магнитной про-
ницаемостью eμ  и известной диэлектрической проницаемостью ( ).xε  Исход-
ная краевая задача для уравнений Максвелла сводится к системе, состоящей 
из сингулярного интегродифференциального уравнения электрического поля 
по области неоднородности и интегрального представления полного электри-
ческого поля вне рассеивателя. Приводятся основные результаты о разреши-
мости прямой задачи дифракции. 

Второй раздел посвящен теоретическому исследованию обратной зада-
чи дифракции, заключающейся в нахождении неизвестной диэлектрической 
проницаемости ( )xε  объемного тела заданной формы. Мы рассматриваем 
полную интегральную постановку обратной задачи, в отличие от общеприня-
того подхода, предполагающего решение скалярного интегрального уравне-
ния относительно одной («преобладающей» над остальными) компоненты 
векторного поля. Первый шаг предлагаемого метода заключается в решении 
линейного интегродифференциального уравнения первого рода относительно 
тока поляризации ( ) = ( ( ) / 1) ( ).ex x xε ε −J E  Здесь ( )xE  – напряженность элек-
трического поля, eε  – известная диэлектрическая проницаемость свободного 
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пространства. На втором шаге ( )xε  явно выражается через известные  
функции.  

В третьем разделе показано, что интегродифференциальное уравнение 
первого рода имеет не более одного решения в конечномерных пространствах 
кусочно-постоянных функций [8, 11]. 

В четвертом разделе описаны результаты численных тестов. Рассмот-
рено несколько видов неоднородных рассеивателей; приведены результаты 
расчетов в случаях, когда ближнепольные данные заданы точно и с некоторой 
(симулированной) погрешностью. Подробное описание использованных ме-
тодов приведено в [11, 12]. 

1. Прямая задача дифракции: постановка и основные результаты 

Пусть 3Q ⊂   – ограниченная область, причем граница Q∂  – кусочно-
гладкая поверхность, состоящая из конечного числа поверхностей класса 

.C∞  
Будем предполагать, что область Q  является изотропной и 

неоднородной; она характеризуется постоянной магнитной проницаемостью 
> 0eμ  и функцией диэлектрической проницаемости ( ) ( ).x C Q∞ε ∈  

Введем относительную диэлектрическую проницаемость = /r eε ε ε  и 
потребуем, чтобы в каждой точке x Q∈  существовала функция  

 1( ( ) 1) .r x −ε −  (1) 

Свободное пространство 3 \ Q  предполагается однородным  
с постоянными значениями проницаемостей ,eμ  ,eε  причем  

 > 0, Re 0, Im 0.e e eμ ε ≥ ε ≥  (2) 

Поле возбуждается плоской электромагнитной волной 
3

0 0, ( ),C∞∈E H   удовлетворяющей системе уравнений Максвелла в 3,   

 0 0 0 0rot = , rot = ,e ei i− ωε ωμH E E H  (3) 

полное поле представляется в виде суммы падающего и рассеянного полей: 

0= ,s+E E E   

0= s+H H H . 

Решение прямой задачи дифракции – полное электромагнитное поле 
,E  ,H  принадлежащее классам функций  

 ( )2 3 3\ ( ) ( \ ),C Q C Q C Q∈ ∂ ∩ ∩Ε,Η    (4) 

удовлетворяющее в 3 \ Q∂  уравнениям Максвелла: 

 rot = , rot = ,ei i− ωε ωμH E E H  (5) 
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условиям непрерывности касательных компонент на границе области 
неоднородности: 

 [ ] | = [ ] | = 0,Q Qτ ∂ τ ∂E H  (6) 

условиям конечности энергии в любом ограниченном объеме пространства: 

 3
2,l, ( )oc∈E H L  , (7) 

и условиям излучения Сильвера – Мюллера [13] на бесконечности для 
рассеянного поля: 

 

1

1 1

1

, = ( ), Im > 0,

= ( ), = ( ),

, = ( ), Im = 0, ,

s s e

s r s s r s

s s e

o r k

o r o r

O r k r

−

− −

−

× − × +

→∞

E H

H e E E e H

E H

 (8) 

где 2 2=e e ek ω ε μ  – волновое число, = / ,r re x  =| |,r x  1 2 3= ( , , ) ;Tx x xx  
предельные соотношения в (8) выполняются равномерно по всем 
направлениям. 

Определение 1. Решение ,E H  задачи (5)–(8), удовлетворяющее 
условиям (4), называется классическим.  

Сформулируем основные результаты о разрешимости поставленной 
задачи. 

Теорема 1. Пусть диэлектрическая проницаемость удовлетворяет в Q  
условиям  

 ( ),r C Q∞ε ∈  > 1rε ,  (9) 

а вне Q  выполняются условия > 0eε  и > 0.eμ  Тогда задача дифракции  
(4)–(8) имеет не более одного классического решения.  

Краевую задачу (5)–(8) можно свести к системе, состоящей из 
интегродифференциального уравнения по области неоднородности 

 2
0( ) ( grad div) ( , )( ( ) 1) ( ) = ( ), ,e rQ

x k G x y y y dy x x Q− + ε − ∈E E E  (10) 

и интегрального представления поля вне тела 

 2 3
0( ) = ( ) ( grad div) ( , )( ( ) 1) ( ) ,  \ .e rQ

x x k G x y y y dy x Q+ + ε − ∈E E E �  (11) 

Магнитное поле всюду выражается через электрическое по формуле 

 1 rot .
ei

=
ωμ

H E   (12) 

Имеет место теорема об эквивалентности краевой задачи и 
интегродифференциального уравнения. 

Теорема 2. Если краевая задача (5)–(8) имеет классическое решение 
, ,E H  то вектор-функция 2( ) ( )C Q Q∈ ∩E L  удовлетворяет интегродиффе-
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ренциальному уравнению (11). Обратно, если 2( )Q∈E L  удовлетворяет 
уравнению (11), то краевая задача (5)–(8) имеет классическое решение , ,E H  
выраженное формулами (10)–(12). 

Теорема 3. Пусть диэлектрическая проницаемость удовлетворяет 
условиям ( )C Q∞ε∈  и ( ) > 1, .r x x Qε ∈  Тогда оператор  

� 2( ) = ( ) ( grad div) ( , )( ( ) 1) ( )e rQ
x x k G x y y y dy− + ε −E E EA  

непрерывно обратим в 2 ( ).QL   
Замечание 1. Доказательства теорем 1–3 приведены в работах [14–21]. 

Описанные выше результаты обобщаются на случаи многосвязных областей 
и областей с кусочно-гладкой диэлектрической проницаемостью, в том числе 
и комплекснозначной с неотрицательной мнимой частью. В последнем случае 
Q  определяется как объединение замыканий iQ  попарно непересекающихся 
подобластей ,iQ  каждая из которых характеризуется бесконечно дифферен-

цируемой проницаемостью ( ) ( ).i ix C Q∞ε ∈   

2. Постановка обратной задачи дифракции 

В однородном трехмерном пространстве 3,  характеризующемся 
известным волновым числом > 0,ek  мы рассматриваем векторную обратную 
задачу дифракции монохроматической волны на изотропном неоднородном 
параллелепипеде Q : 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3= { : < < , < < , < < }.Q x a x b a x b a x b  (13) 

Введем на Q  равномерную сетку с узлами: 

, = , 0 , 1,2,3.
k

k k
k i k k k

b ax a i i n k
n
−

+ ≤ ≤ =  

Разобьем Q  на элементарные параллелепипеды: 

 
1 2 3 , , 1= { : < < }, 0 1.i i i k i k k k kk

Q x x x x i n+ ≤ ≤ −  (14) 

Введем кусочно-постоянные функции 
1 2 3

:i i iχ   

 1 2 3
1 2 3

1 2 3

1, ,
( ) =

0, .
i i i

i i i
i i i

x Q
x

x Q

∈χ  ∉
 (15) 

Далее будем предполагать, что область Q  характеризуется известной 
магнитной проницаемостью > 0eμ  и подлежащей отысканию кусочно-
гладкой функцией диэлектрической проницаемости ( ) = ( ) .r ex xε ε ε  Точнее,  

 { 1 2 3 1 2 3
( ) = ( ), ,i i i i i ix x x Qε ε ∈  (16) 

где все функции 
1 2 3

( )i i i xε  являются бесконечно дифференцируемыми,  
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1 2 3 1 2 3
( ).i i i i i iC Q∞ε ∈  

Диэлектрическую проницаемость в точках граней 
1 2 3i i iQ∂  можно доопре-

делить как предел значений ( )xε  в одном из смежных параллелепипедов. 
Вводя мультииндекс 1 2 3= ( ),i i ii  представим функцию ( )xε  при каждом 

x Q∈  равенством  

 ( ) = ( ) ( ).x x xε ε χ i i
i

  (17) 

Рассмотрим некоторую ограниченную область D  такую, что 
= .D Q∩ ∅  Предположим, что в точках x D∈  известны значения полного 

поля на фиксированной частоте > 0.ω  
При постановке обратной задачи дифракции будем использовать 

систему интегральных равенств (10), (11), определяющих зависимость поля 
( )xE  от диэлектрической проницаемости ( )xε  и падающей волны 0( ).xE  

Постановка обратной задачи дифракции. Требуется восстановить 
функцию ( )xε  в области неоднородности Q  по результатам измерения 
полного поля ( )xE  в точках области D , используя равенство 

 2
0( grad div) ( , )( ( ) 1) ( ) = ( ) ( ),e rQ

k G x y y y dy x x x D+ ε − − ∈ E E E , (18) 

с учетом уравнения в области неоднородности Q : 

 2
0( ) ( grad div) ( , )( ( ) 1) ( ) = ( ), .e rQ

x k G x y y y dy x x Q− + ε − ∈E E E  (19) 

Опишем двухшаговый метод решения обратной задачи дифракции. 
Введем в области Q  вектор-функцию  

( ) := ( ( ) 1) ( ),rx x xε −J E  

предполагая, что всюду в Q  выполнено условие | ( ) | > 1.r xε ≥ ε  Тогда из 
представления поля вне рассеивателя получим уравнение для ( )xJ : 

 2
0( grad div) ( , ) ( ) = ( ) ( ), ,e Q

k G x y y dy x x x D+ − ∈ J E E  (20) 

а уравнение в области неоднородности перепишем в виде  

 2
0

( ) ( grad div) ( , ) ( ) = ( ), .
( ) 1 e Qr

x k G x y y dy x x Q
x

− + ∈
ε − 

J J E  (21) 

Двухшаговый метод восстановления диэлектрической проницаемости  
в Q  состоит в следующем:  

1. По известным значениям падающего поля 0 ( )xE  и полного поля 
( )xE  в области D  необходимо найти ток ( )xJ  в Q  из уравнения (20).  

2. Вычислить явно ( )r xε  в Q , используя уравнение (21). 
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3. Единственность решения интегродифференциального  
уравнения первого рода в специальных классах функций 

Для приближенного отыскания J  будет применен метод коллокации  
с финитными базисными функциями. Поэтому далее будем предполагать, что 
J  представляет собой кусочно-постоянную функцию  

 ( ) = ( ),x xχ i i
i

J J  (22) 

где 3∈iJ   – неизвестные (векторные) коэффициенты; ( )xχi  – характерис-
тические функции множеств Qi  (на гранях Qi  ток можно доопределить 
любым из постоянных значений). 

Имеет место теорема о единственности решения уравнения (20)  
в классе кусочно-постоянных функций ( ).xJ  

Теорема 4. Пусть задано разбиение тела Q  на 3n  параллелепипедов 
Qi . Уравнение  

( )2 grad div ( , ) ( ) = ( ), ,  = , ( ),e s sQ
k G x y y dy x x D D Q C D∞+ ∈ ∩ ∅ ∈ J E E  (23) 

имеет не более одного кусочно-постоянного решения ( )xJ  при всех 0ek >  за 
исключением, быть может, конечного числа значений .ek   

Доказательство. 1. Рассмотрим однородное уравнение  

 2( grad div) ( , ) ( ) = 0, .e Q
k G x y y dy x D+ ∈ J   

Введем обозначение:  

 2 3( ) = ( grad div) ( , ) ( ) , .e Q
x k G x y y dy x+ ∈v J   (24) 

Вне области неоднородности Q  ядро ( , )G x y  бесконечно дифферен-
цируемо, поэтому допустимо повторное дифференцирование под знаком 
интеграла и, следовательно, имеет место покомпонентное равенство  

2( ) ( ) = 0.ek xΔ + v  

Так как в подобласти 3 \D Q⊂   функция v  тривиальна, то 0≡v  и 

всюду в 3 \ Q  согласно принципу единственного продолжения [13]. 
Из условий сопряжения для электрического поля на Q′∂  следует , что  

| = 0.Qτ ∂v  

2. Рассмотрим фундаментальное решение 
| |

( , ) =
4 | |

eik x yeG x y
x y

− −

π −
 урав-

нения Гельмгольца и с учетом однородных граничных условий запишем еще 
одно представление для ( ) :xv   
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 2( ) = ( grad div) ( , ) ( ) , .e Q
x k G x y y dy x Q+ ∈v J   

Вычитая последнее из (24), получим  

2 sin( | |)( ) = ( grad div) ( ) =
4 | |

e
e

Q

k x yx k y dy
x y

−
+

π −w J  

 2
0= ( grad div) (| |) ( ) 0, .e

Q

k G x y y dy x Q+ − ≡ ∈ J  (25) 

Вектор-функция 3( )C∞∈w   равна нулю в Q  и всюду удовлетворяет 

однородному уравнению Гельмгольца. Следовательно, 0≡w  в 3.  
3. Для преобразования Фурье ( )F ξw  верно тождество 0F ≡w  в 3.  
Введем параметры  

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3= ( ) / , = ( ) / , = ( ) /h b a n h b a n h b a n− − −  

и параллелепипед  

0 1 1 1 2 2 2 3 3 3= ( , ) ( , ) ( , ),Q a a h a a h a a h+ × + × +  

а все конечные элементы на Q  определим через сдвиги 0Q  на некоторый 
вектор  

 
1 2 3 1 2 30= = ,i i i i i iQ Q Q r+i  (26) 

где  

 
1 2 3 1 1 2 2 3 3= = ( , , ), 0 < .i i i kr r i h i h i h i n≤i  (27) 

Тогда для ( )xw  имеет место представление  

2
0

0

( ) = ( grad div) (| |)e
Q r

x k G x y dx
+

+ − = i
i i

w J  

 2
0

0

= ( grad div) (| |) .e
Q

k G x y r dx+ − − i i
i

J  (28) 

Вычислим преобразование Фурье для w  с учетом последнего:  

0 0 0 0ˆ ˆ= ( ) ( (| |) ( )) = ( ) ( (| |)) ( ( )) =F F G x r x F G x r F x− ξ − ∗χ − ξ − χ i i i i
i i

w d J d J  

0 0ˆ= ( ) ( ) ( ) =irF FG e ⋅ξ− ξ ⋅ χ ξ ⋅ ξ  ii
i

d J  

3
3

=1

1ˆ= ( )(2 ) (| | ) .
ihk k ir

e
kk

e k e
− ξ

⋅ξ− −− ξ π ⋅δ ξ − ⋅
ξ ∏ ii

i
d J  
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 Матрица ˆ ( )ξd  определяется следующим образом: 

2 2
1 1 2 1 3

2 2
1 2 2 2 3

2 2
1 3 2 3 3

ˆ ( ) = .
e

e

e

k

k

k

 ξ − ξ ξ ξ ξ
 
 ξ ξ ξ ξ − ξ ξ
 
 ξ ξ ξ ξ ξ − 

d  

Следовательно, тождество 0F ≡w  сводится к равенству  

 ˆ ( ) 0ire ⋅ξξ ≡ ii
i

d J  (29) 

на сфере 
ekS  радиуса .ek  

Так как 2 2 4ˆdet ( ) = (| | ) ,e ek kξ ξ −d  то ˆ ( )ξd  при | |= ekξ  является 
вырожденной матрицей. 

Перепишем ˆ ( ),ξd  переставив местами первую и третью строки, а затем 

выполним ряд строчечных преобразований и учтем, что 2 2 2 2
1 2 3 = :ekξ + ξ + ξ   

2 2 2 2
1 3 2 3 3 1 3 2 3 1 2

2 2 2 2
1 2 2 2 3 1 2 1 3 2 3

2 2 2 2
1 1 2 1 3 2 3 1 2 1 3

ˆ ( ) =
e

e

e

k

k

k

   ξ ξ ξ ξ ξ − ξ ξ ξ ξ −ξ − ξ
   
   ξ ξ ξ ξ − ξ ξ ξ ξ −ξ − ξ ξ ξ
   
   ξ − ξ ξ ξ ξ −ξ − ξ ξ ξ ξ ξ   

d    

2 2 2 2
1 3 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2

1 3
2 2 2 2

2 3
3 3

1 0 /
0 0 1 0 1 / .

0 0 0
0 0 0 0 0 0

e ek k

   ξ ξ ξ ξ −ξ − ξ ξ ξ ξ ξ −ξ − ξ −ξ ξ     
ξ ξ     − − −ξ ξ     ξ ξ          

   

    

Следовательно, система уравнений (29) сводится к равенствам  

(1) (2) 2
2 1 = 0, ,

e

ir ir
kJ e J e S⋅ξ ⋅ξξ − ξ ξ∈ i i

i i
i i

 

 (2) (3) 2
3 2 = 0, .

e

ir ir
kJ e J e S⋅ξ ⋅ξξ − ξ ξ∈ i i

i i
i i

  (30) 

Докажем тривиальность решения систем вида (30), установив 
линейную независимость функций  

 2 1,
irire e
⋅ξ⋅ξ ξ ξ 

 
ji  (31) 

на сфере радиуса .ek  
Для этого достаточно показать, что невырожденной является матрица 

Грама Γ  системы функций (31). Представим Γ  в блочном виде: 
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1,1 1,2

2,1 2,2
= .
 Γ Γ
 Γ
 Γ Γ 

  

Элементы блоков вычисляются следующим образом:  

 , = .

ke

irirm n
n m

S

e e d
− ⋅ξ⋅ξΓ ξ ξ ξ ji

ij   

Сделав замену = ,ekξ η  перейдем к интегралам по единичной сфере 

1= :S S   

 , 2 2 ,0= = ,
ik rm n m n

e n m e
S

k e d k
⋅η

Γ η η η γ ij
ij ij   

где = .r r r−ij i j  

Вычислим сначала диагональные элементы блоков , :m nγ   

2
1,2 3

1 2
| |=1 0 0

= = sin cos = 0,sind d d
π π

η

γ η η η ϕ θ ϕ ϕ θ  ii  

2
1,1 2 2 3

1
| |=1 0 0

4= = = ,sin sin 3
d d d

π π

η

πγ η η ϕ θ ϕ θ  ii  

2
2,2 2 2 3

2
| |=1 0 0

4= = = .cos sin 3
d d d

π π

η

πγ η η ϕ θ ϕ θ  ii  

Следовательно, элементы главной диагонали матрицы γ  равны 4 .
3
π  

Вычислим теперь внедиагональные элементы блока 1,1 :γ   

1,1 2 1,1 1,1
1= = =eik r

S S S

e d
⋅η + −

+ −

γ η η + γ + γ  ij
ij ij ij . 

Выразим 2 2
3 1 2= 1η ± −η − η  и учтем, что 2 2 2

1 2= <1.′η η + η  Тогда  

(1) (2) (3) 2 2( 1 )1,1 2 1 2 1 2
1 2 2

1 2:| |<1

= =
1

eik r r r

S

de η + η ± −η −η±

′η±

ηγ η
− η −η

 ij ij ij
ij  

(1) (2) (3)2 1 2( cos sin ) 12 2

0 0

= cos e eik r r ik rd d e e
π

ρ ϕ+ ϕ ± −ρ 
 ϕ ρ ρ ρ ϕ ⋅

 
  ij ij ij . 
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Воспользуемся соотношением  

 (1) (2) (1) (2)2 2
0cos sin = ( ) ( ) cos( )r r r rϕ+ ϕ + ϕ− ϕij ij ij ij   

и введем обозначения  

 (1) (2) (3)2 2:= ( ) ( ) , := .e eA k r r B k r+ ±ij ij ij   

Теперь имеем  

 ( )
1 2211,1 3 cos2

0 0

= cosiB iAe d d e
π

−ρ± ρ ϕγ ρ ρ ϕ ϕ ij . (32) 

Пусть = 0,A  т.е. (1) (2)= = 0r rij ij  и (3) 0.r ≠ij  Имеем  

1 1211,1 3 3

0 0

= = ( ) =iB iBte d t t e tdt−ρ± γ π ρ ρ π − ij  

2 3 4 2 4 2
2 6 6 1 6 1= ( ) = , .iB ie O B

B B B B B B
   π − + − − − →∞   
   

 

Пусть теперь 0.A ≠  Для внутреннего интеграла в (32) можем записать  
2

cos2
0

0

( ) .cos iAd e
π

ρ ϕϕ ϕ + ϕ  

Учтем, что  
2 2 2 2 2

0 0 0 0 0( ) = 2cos sin cos sin =cos cos cos sin sinϕ + ϕ ϕ ϕ − ϕ ϕ ϕ ϕ + ϕ ϕ  

2 2
0 0 0

1 1 1= (1 cos 2 ) sin 2 sin 2 (1 cos 2 ) .cos sin2 2 2
+ ϕ ϕ − ϕ ϕ + − ϕ ϕ  

Получим  
2 2

cos cos

0 0

sin cos = (cos ) cos = 0;iA iAd e d e
π π

ρ ϕ ρ ϕϕ ϕ ϕ − ϕ ϕ   

2
cos cos

2
0 0

= 2 = 2 ( );iA iAd e d e J A
π π

ρ ϕ ρ ϕϕ ϕ π ρ   

2
cos cos

2
0 0

cos 2 = 2 cos 2 = 2 ( ).iA iAd e d e J A
π π

ρ ϕ ρ ϕϕ ϕ ϕ ϕ − π ρ   

В последнем выражении мы воспользовались известным соотношением 
из [22]. 
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Вернемся к вычислению интегралов 1,1,± γij  которые теперь можно 
представить в виде  

 
1 12 21 11,1 3 3

0 0 2 2
0 0

= ( ) ( ) ,iB iBc e J A d c e J A d−ρ −ρ±γ ρ ρ ρ + ρ ρ ρ ij  (33) 

где коэффициенты 0 2,c c  определяются по ранее выписанным выражениям. 
Покажем, что каждый из интегралов в сумме (33) может быть сделан 

сколь угодно малым при достаточно больших .ek  Рассуждения проведем для 
первого интеграла, который представим в виде  

 
1 1213

0 1 2
0 0

( ) = = .iBe J A d i i
δ

−ρ

δ

ρ ρ ρ + +     

Так как подынтегральная функция непрерывна на отрезке [0;1],  то для 
любого > 0ε  можно такое указать > 0,δ  что 1| |< .i ε  Зафиксируем такое 
значение .δ  Теперь за счет выбора достаточно большого значения > 0ek   
с учетом асимптотики функции Бесселя [23]: 

 1( ) = ( ), ,J x O x
xν → +∞   

можно получить, что и 1| |<i ε  равномерно по всем (1) (2), .r rij ij  

Таким образом, показано, что внедиагональные элементы блока 1,1Γ  
могут быть сделаны сколь угодно малыми за счет выбора ;ek  для остальных 

блоков ,n mΓ  рассуждения проводятся аналогично. 
Итак, матрица Грама может быть представлена в виде  

 2
1

4= ,
3ek Iπ Γ + Γ 

 
  

где I  – единичная матрица, а для 1Γ  верна оценка нормы 1 < 1.Γ   
Следовательно, Γ  – невырожденная матрица, функции  

,
irir

n me e
⋅ξ⋅ξ ξ ξ 

 
ji  

линейно независимы при n m≠  на сфере радиуса ,ek  а уравнение (20) имеет 
лишь тривиальное решение при достаточно большом ek K> .  

Заметим теперь, что определитель матрицы Грама аналитически 
зависит от волнового числа ek  и, следовательно, может иметь на промежутке 
[0; ]K  лишь конечное число нулей. Таким образом, единственная 
разрешимость уравнения (20) установлена для всех ek  за исключением, быть 
может, конечного числа значений ek . Теорема доказана.  
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Из теоремы 4 следует, что и решение обратной задачи дифракции для 
случая кусочно-постоянных токов J  единственно в силу однозначности 
представления ( )xε  согласно уравнению (21). 

Замечание 2 (о существовании решения). Предположим, что правая 
часть уравнения (20) принадлежит линейной оболочке функций  

2( grad div) ( , ) ( )e Q
k G x y y dy+  J  

на данной фиксированной сетке в Q . Тогда оператор уравнения (20) можно 
рассматривать как отображение, действующее в конечномерных прост-
ранствах. Это отображение будет обратимым вследствие теоремы 4.  

4. Численное решение обратной задачи дифракции 

В данном разделе мы опишем условия и результаты вычислительных 
экспериментов. 

В качестве области неоднородности, в которой восстанавливается 
диэлектрическая проницаемость, рассмотрим куб Q  с длиной ребра 0,3 м. 
Такой размер области вполне соответствует исследуемым на практике 
объектам. Значение волнового числа свободного от рассеивателя прост-
ранства равно 2 м–1 В области Q  введем прямоугольную сетку согласно 
соотношениям (13), (14).  

Для проверки эффективности предложенного двухшагового метода 
была рассмотрена следующая модельная задача. 

На первом этапе была решена прямая задача дифракции с заданной 
диэлектрической проницаемостью ( )xε  и определено полное поле E   
в области неоднородности .Q  На втором этапе решалась обратная задача 
дифракции двухшаговым методом. При этом для симуляции исходных 
данных в области D  использовалось представление  

2
0( ) = ( grad div) ( , )( ( ) 1) ( ) ( ), ,e r

Q

x k G x y y y dy x x D+ ε − + ∈E E E  

выражающее полное электрическое поле через решение E  прямой задачи  
в .Q  Полученные на втором этапе приближенные значения ( )xε  
сравнивались с известными точными значениями. 

Вещественная часть известной диэлектрической проницаемости 
Re ( )xε  в первом эксперименте представлена на рис. 1.  

Для численного решения уравнения (20) применяется метод колло-
кации. Ток J  ищется в виде линейной комбинации кусочно-постоянных 

базисных функций (определены выше), 
=1

( ) = ( ),
N

j j
j

x xχJ c  а в качестве точек 

коллокации используются точки ,ir D∈  = 1, , .i N  В качестве падающей 
волны рассматривается поле точечного источника, расположенного в точке 

0,x  0 .x Q D∉ ∪  
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Рис. 1. Вещественная часть точного решения модельной задачи 

 
На рис. 2 представлено приближенное решение обратной задачи, 

найденное двухшаговым методом. Метод позволяет не только определить 
геометрическое расположение неоднородностей, но и восстановить с прием-
лемой точностью значения искомой диэлектрической проницаемости даже 
при условии зашумленности ближнепольных данных.  

 

  
а) б) 

Рис. 2. Вещественная часть восстановленной диэлектрической проницаемости  
тела: а – значения поля в обратной задаче заданы точно; б – в ближнепольные  

данные внесена погрешность (шум) 5 %. Кружок под областью  
неоднородности обозначает место расположения источника падающей волны 

 
Во втором вычислительном эксперименте в качестве области неодно-

родности был рассмотрен куб с длиной ребра 0,1 м ( 3[ 0,05; 0,05]Q = − ), 
внутри которого расположен однородный шар с центром в начале координат 
диаметра 0,06 м. 

На рис. 3,а представлена мнимая часть точного решения ( Im ( )xε ) 
обратной задачи дифракции, а на рис. 3,б,в – мнимые части найденных 
двухшаговым методом приближенных решений с точными и зашумленными 
ближнепольными данным соответственно. Отметим, что приближение для 

( )xε  находится не во всем шаре, а на объединении прямоугольных носителей 
базисных функций, целиком лежащих в шаре. Поэтому и точное решение 
представлено для кусочно-параллелепипедальный области. 
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а) б) 

 
в) 

Рис. 3. Мнимая часть точного решения обратной задачи дифракции на кубе  
с шаровым включением (а); восстановленное значение Im ( )xε , значения поля  

вне рассеивателя заданы точно (б); восстановленное значение Im ( )xε (в),  
значения поля вне рассеивателя заданы с погрешностью 5 %  

Заключение 
Разработан и теоретически обоснован двухшаговый метод решения за-

дачи восстановления диэлектрической проницаемости неоднородного тела по 
измерениям ближнего поля, основанный на решении векторного линейного 
интегродифференциального уравнения по области неоднородности. Основ-
ным теоретическим результатом работы является теорема о единственности 
решения сингулярного интегродифференциального уравнения первого рода  
в классе кусочно-постоянных функций. Проведенные вычислительные экспе-
рименты подтверждают эффективность предложенного алгоритма для реше-
ния обратной задачи дифракции.  
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М. А. Москалева, Ю. Г. Смирнов 

О ДИСКРЕТНОСТИ СПЕКТРА  
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ  

В ЗАДАЧЕ О КОЛЕБАНИЯХ В ОТКРЫТЫХ  
ОБЪЕМНЫХ РЕЗОНАТОРАХ1 

2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Цель работы – исследование свойств спектра резо-

нансных частот в задаче о колебаниях объемных магнито-диэлектрических ре-
зонаторов.  

Материалы и методы. Изучение проводится методом сведения задачи  
к анализу системы объемных интегродифференциальных уравнений по обла-
сти неоднородности, определяющей оператор-функцию спектрального пара-
метра.  

Результаты. Доказана теорема о дискретности спектра резонансных ча-
стот в задаче о колебаниях в объемных резонаторах, представляющих собой 
ограниченные трехмерные анизотропные магнитодиэлектрические тела, функ-
ции диэлектрической и магнитной проницаемости которых являются кусочно-
гладкими. Задача сведена к анализу системы объемных сингулярных инте-
гральных уравнений, которая определяет голоморфную фредгольмову опера-
тор-функцию спектрального параметра.  

Выводы. Метод объемных интегродифференциальных уравнений является 
эффективным средством для анализа свойств задачи о колебаниях объемных 
магнитодиэлектрических резонаторов.  

Ключевые слова: электромагнитные колебания, объемные резонаторы, 
уравнения Максвелла, анизотропные среды, объемные сингулярные инте-
гральные уравнения. 

 
M. A. Moskaleva, Yu. G. Smirnov 

ON THE DISCRETENESS OF THE SPECTRUM  
OF INTEGRODIFFERENTIAL OPERATOR-FUNCTIONS IN THE  

PROBLEM OF OSCILLATIONS IN OPEN VOLUME RESONATORS 
 
Abstract.  
Background. The purpose of this work is to investigate the properties of the res-

onance frequency spectrum in the problem of oscillations of volumetric magneto-
dielectric resonators. 

Materials and methods. The study is carried out by reducing the problem to the 
analysis of the system of 3D integro-differential equations in the domain of hetero-
geneity that determines the operator-function of the spectral parameter.  

                                                           
1 Исследование выполнено за счет гранта РФФИ (проект № 19-31-51004). 

2 © Москалева М. А., Смирнов Ю. Г., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative 
Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая дает 
разрешение на неограниченное использование, копирование на любые носители при условии указания 
авторства, источника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые имеют 
место. 
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Results. We prove the theorem on the discreteness of the resonance frequency 
spectrum in the problem of oscillations in volume resonators that are bounded 3D 
anisotropic magneto-dielectric bodies whose permittivity and permeability functions 
are piecewise smooth. The problem is reduced to the analysis of the system of 
volume singular integral equations that defines a holomorphic Fredholm operator-
function of the spectral parameter.  

Conclusions. The method of volume integro-differential equations is an effective 
tool for analyzing the properties of the problem of electromagnetic oscillations of 
volume magneto-dielectric resonators.  

Keywords: electromagnetic oscillations, volume resonators, Maxwell's equa-
tions, anisotropic media, volume singular integral equations. 

Введение 
Методы определения резонансных частот электромагнитных колебаний 

в резонаторах имеют большое значение при их конструировании [1].  
В открытых объемных магнитодиэлектрических резонаторах могут суще-
ствовать лишь комплексные резонансные частоты из-за излучения в свобод-
ное пространство [1, 2]. В статье рассматривается наиболее общая ситуация, 
когда среда в резонаторе является неоднородной и анизотропной, т.е. тензоры 
диэлектрической и магнитной проницаемости являются произвольными ку-
сочно-гладкими функциями координат. 

Для доказательства существования резонансных частот и исследования 
их свойств задача для системы уравнений Максвелла сводится к анализу си-
стемы интегродифференциальных объемных сингулярных уравнений по об-
ласти неоднородности. Оператор-функция, определяемая системой интегро-
дифференциальных уравнений, оказывается голоморфной функцией спек-
трального параметра – частоты колебаний, а при некоторых естественных 
ограничениях – и фредгольмовой в выбранном пространстве.  

Это дает возможность доказать дискретность спектра резонансных ча-
стот в задаче о колебаниях открытых резонаторов – основное теоретическое 
свойство этой задачи.  

1. Постановка задачи 

Пусть Q  – ограниченная область в пространстве 3R . Будем 
предполагать, что граница Q∂  области Q  кусочно-гладкая.  

Будем рассматривать следующий класс задач электродинамики.  
В области Q  среда характеризуется тензорами диэлектрической и магнитной 
проницаемости ˆ( )xε  и ˆ ( )xμ  (матрицы-функции размерности 3×3), причем 
компоненты этих тензоров являются кусочно-дифференцируемыми 
функциями координат. Точнее, пусть область Q  состоит из конечного числа 
подобластей iQ  с кусочно-гладкой границей iQ∂ ; i

i
Q Q=  , i jQ Q∩ =∅  при 

i j≠ . Предположим, что 3ˆ ( )iC Qε∈ , 
3ˆ ( )iC Qμ∈  для всех i . Точнее, будем 

предполагать, что ˆ( )xε  и ˆ ( )xμ  являются сужениями на iQ  функций, 
заданных на более широком множестве, т.е. ˆ ˆ( ) ( )ix xε = ε , ˆ ˆ( ) ( )ix xμ = μ  при 
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ix Q∈ , 3ˆ ( )i C Bε ∈ , 
3ˆ ( )i C Bμ ∈ , где B  – (открытый) шар, содержащий Q , 

Q B⊂ . На iQ∂  будем определять только предельные значения функций ˆ( )xε  
и ˆ ( )xμ  с разных сторон в точках гладкости поверхности.  

Вне области Q  (в \ Q3R ) среда изотропна с постоянными 
параметрами, 0ε = ε  и 0μ = μ . Требуется определить электромагнитные 
колебания с временной зависимостью в виде множителя exp( )i t− ω , где ω  – 
круговая частота.  

В такой постановке соответствующая математическая задача формули-
руется следующим образом: найти векторные непрерывно дифференцируе-
мые в iQ  и вне Q  функции электромагнитного поля, удовлетворяющие  
в областях гладкости параметров среды уравнениям Максвелла  

 ˆrot i= − ωεH E , ˆrot i= ωμE H   (1) 

и условию излучения на бесконечности 

 
0lim 0

r

ur ik ru
r→∞

∂ − = ∂ 
, 2 2 2

1 2 3: | |r x x x x= = + + ,  (2) 

где 0 0 0k =ω ε μ  ( 0Im 0,ε = 0Im 0μ = , 0Re 0,ε > 0Re 0μ > ); u  – любая из де-
картовых компонент полей E  или H .  

Далее на гладких частях поверхностей разрыва проницаемостей iQ∂  
функции E  и H должны быть непрерывны вплоть до iQ∂  (с каждой стороны) 
и удовлетворять условию непрерывности тангенциальных компонент полей: 

 [ ] [ ]0, 0
i iQ Qτ τ∂ ∂
= =E H ,  (3) 

где [  ]
iQ∂⋅  означает разность следов с разных сторон iQ∂ . Здесь τ  – каса-

тельный вектор к iQ∂ . Мы не будем вводить новые обозначения именно для 
гладких частей iQ∂ , а будем, в случае необходимости, оговаривать особо это 
обстоятельство.  

Кроме того, поля E  и H  должны удовлетворять условию ограничен-
ности энергии в любом конечном объеме пространства, т.е. условию 

 2,, ( )locL∈ 3E H R .  (4) 

Решения задачи (1)–(4) будем называть классическими. 

2. Теоремы о фредгольмовости системы интегральных уравнений 
Будем рассматривать задачи в анизотропной среде. Рассматриваемые 

задачи могут быть сведены к системе объемных сингулярных интегральных 
уравнений относительно электромагнитного поля в области Q  [3–5]: 

( )1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) . . ( ( ) ) ( ),grad grad ( )
3 r r

Q

x x I x p v y I y G R dy+ ε − − ε − −E E E  
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2
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) ( )r

Q

k y I y G R dy− ε − − E  

 
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) grad ( ) 0,r

Q

i y I y G R dy x Q− ωμ μ − × = ∈ H ,  (5) 

( )1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) . . ( ( ) ) ( ),grad grad ( )
3 r r

Q

x x I x p v y I y G R dy+ μ − − μ − −H H H  

2
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) ( )r

Q

k y I y G R dy− μ − + H  

 
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) grad ( ) 0,r

Q

i y I y G R dy x Q+ ωε ε − × = ∈ E ,  (6) 

где 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ/ , /r rε = ε ε μ = μ μ ; G – функция Грина (фундаментальное решение) 
для уравнения Гельмгольца 

 

( )0exp
( ) ,

4
i k R

G R
R

=
π

  (7) 

R x y= − ; 1 2 3( , , )x x x x= ; 1 2 3( , , )y y y y= , ×  – векторное произведение.  
Ниже будем использовать гильбертово пространство шестимерных век-

тор-функций 2 ( )QL  со скалярным произведением, определяемым формулой 

( ) *, ( ) ( )
Q

x x d x= U V U V . 

Отметим, что оператор уравнений (5), (6) определен в 2 ( )QL  [4, 5]. 
Систему уравнений (5)–(6) можно записать в эквивалентной форме,  

в виде интегродифференциальных уравнений [4]: 
2
0ˆ ˆˆ ˆ( ) graddiv ( )( ( ) ) ( ) ( )( ( ) ) ( )r r

Q Q

x G R y I y dy k G R y I y dy− ε − − ε − − E E E  

 0 ˆˆ( )( ( ) ) ( ) 0,r
Q

i rot G R y I y dy x Q− ωμ μ − = ∈ H ,  (8) 

2
0ˆ ˆˆ ˆ( ) graddiv ( )( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )r r

Q Q

x G R y I y dy k G R y I y dy− μ − − μ − + H H H  

 0 ˆˆ( )( ( ) ) ( ) 0,r
Q

i rot G R y I y dy x Q+ ωε ε − = ∈ E .  (9) 

Выражения (8), (9) справедливы и при \x Q∈ 3R . В этом случае они 
являются интегральными представлениями и определяют электромагнитное 
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поле вне области Q  по найденному значению полей в Q . Отметим, что, по-

скольку ˆ ˆˆ ˆ( ) , ( ) , \r rx I x I x Qε = μ = ∈ 3R , то в этой области интегральные пред-
ставления полей (8), (9) не будут иметь сингулярности. Электромагнитное 
поле вне Q  определяется только значениями полей в Q  с помощью  

интегральных представлений полей в \ Q3R , удовлетворяющих условию из-
лучения.  

Теперь рассмотрим вопрос о фредгольмовости интегральных уравне-
ний. Дадим несколько определений, которые используются в дальнейшем из-
ложении. 

Определение 1. Пусть A – линейный ограниченный оператор, дей-
ствующий в гильбертовом пространстве H. Тогда оператор *A , который так-
же определен в H, называется сопряженным к A, если равенство 

*( , ) ( , )A f g f A g=  выполняется для всех ,f g H∈ . 
Решения однородного уравнения 0Au =  будем называть нулями опера-

тора A. Обозначим размерность подпространства нулей через ( )n A . Тогда 
*( )n A  – размерность подпространства нулей сопряженного оператора *A . 

Разность *Ind ( ) ( )A n A n A= − называется индексом оператора A. 
Определение 2. Линейный оператор A, действующий в гильбертовом 

пространстве H, называется фредгольмовым оператором, если значения ( )n A  
и *( )n A  конечны и индекс равен нулю. 

Сначала рассмотрим интегральное уравнение в анизотропной диэлек-
трической среде, т.е. магнитная проницаемость всюду в 3R  постоянна и рав-
на 0μ . Тогда система интегральных уравнений (5), (6) сводится к объемному 
сингулярному интегральному уравнению относительно электрического поля 
в области Q: 

( )1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) . . ( ( ) ) ( ),grad grad ( )
3 r r

Q

x x I x p v y I y G R dy+ ε − − ε − −E E E  

 ( )2
0 0ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 0, , / .r r

Q

k y I y G R dy x Qε − = ∈ ε = ε ε E   (10) 

Обозначим через 0B̂  оператор уравнения (10). Тогда 

( )0 0
1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
3

Q

B x I x x G x y y y dy = + η − η 
  W W W  –  

 ( )1ˆ ˆ. . ( , ) ( ) ( ) , ,
Q

p v G x y y y d y x Q− η ∈ W   (11) 

где тензор-функция ( )ˆˆ ˆ( ) ( )rx x Iη = ε − , а 0ˆ ( , )G x y  и 1ˆ ( , )G x y  – матричные 
функции очевидным образом определяемые из (10). 
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Рассмотрим оператор в пространстве 2L  вида 

 
ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( )

Q

A x G x y y dy= W W ,  (12) 

где ˆ ( , )G x y  – тензор-функция. Сопряженный оператор определяется  
формулой 

 * *ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( )
Q

A x G y x y dy= V V ,  (13) 

где *Ĝ  – сопряженный к Ĝ  тензор. 
Тогда оператор, сопряженный к 0B̂  в пространстве 2 ( )QL , будет иметь 

следующий вид: 

* * * *
0 0

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
3

Q

B x I x x x G y x y dy = + η −η 
  W W W  –  

 * *
1ˆˆ ( ) . . ( , ) ( ) , .

Q

x p v G y x y d y x Q−η ∈ W   (14) 

Ниже будем полагать, что тензор-функция ( )ˆˆ ˆ( ) ( )rx x Iη = ε −  имеет об-

ратную в каждой точке из Q . Из (10), (11), (13) следует, что 

0 0ˆ ˆ( , ) ( , )G x y G y x= , 0 0ˆ ˆ tG G=  и 1 1ˆ ˆ tG G= , 1 1ˆ ˆ( , ) ( , )G x y G y x= . Учитывая эти свой-
ства тензоров, возьмем комплексное сопряжение от выражения (14): 

* * * *
0 0

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
3

t t

Q

B x I x x x G x y y dy = + η −η 
  W W W  –  

 *
1ˆˆ ( ) . . ( , ) ( ) , ,t

Q

x p v G x y y d y x Q−η ∈ W   (15) 

здесь символы t и * обозначают транспонированный тензор и комплексно со-
пряженный вектор соответственно. 

Пусть W  – нуль оператора (14), т.е. *
0ˆ 0B =W . Обозначим 

1 *ˆ( )t −= ηV W . Тогда, из (11), (14), (15) имеем 

* *
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0t tB B= η ε =W V , 

где 0ˆ ˆ( )tB ε  – оператор уравнения (10) с тензором диэлектрической проница-

емости в Q, равным ˆtε . Значит, размерности подпространств нулей операто-

ров *
0ˆ ˆ( )B ε  и 0ˆ ˆ( )tB ε  связаны неравенством ( ) ( )*

0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )tn B n Bε ≤ ε . Теперь 
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пусть W  – нуль оператора (11) с диэлектрической проницаемостью ˆtε , т.е. 

0ˆ ˆ( ) 0tB ε =W . Обозначим * ˆ t= ηV W . Тогда, из (11), (14), (15) имеем 

* *
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0,t tB Bη ε = =W W  

откуда следует, что ( ) ( )*
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )tn B n Bε ≤ ε . Значит, 

 ( ) ( )*
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )tn B n Bε = ε ,  (16) 

т.е. размерности подпространств нулей операторов *
0ˆ ˆ( )B ε  и 0ˆ ˆ( )tB ε равны. 

Если ˆ ˆtε = ε , что выполняется, например, в изотропных средах, то 
*

0 0ˆ ˆ( ) ( )n B n B= , и значит 0ˆ( ) 0Ind B = . 
Если какой-либо эрмитов тензор δ̂  неотрицательно/положительно 

определен, то и эрмитов тензор ˆ tδ  будет также неотрицательно/положите-
льно определен. Поэтому при выполнении условий теоремы 2 получим 

 ( ) ( )0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0tn B n Bε = ε = .  (17) 

Далее, из (16), (17) следует 

 ( ) ( )*
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0n B n Bε = ε = .  (18) 

Значит, при выполнении вышеприведенных условий оператор 0B̂  будет 
фредгольмовым в пространстве 2 ( )QL . Таким образом, имеем следующее 
утверждение. 

Теорема 1. Пусть 0μ̂ = μ  в 3R , и тензор-функция ( )ˆˆ ( )r x Iε −  имеет  

обратную в каждой точке из Q . Тогда оператор сингулярного интегрального 
уравнения (10) фредгольмов в пространстве 2 ( )QL .  

Теперь рассмотрим задачи рассеяния на магнитодиэлектрическом теле, 
диэлектрическая и магнитная проницаемости которого являются кусочно-
дифференцируемыми функциями координат в Q , а поверхности разрыва па-
раметров удовлетворяют вышеприведенным условиям.  

Запишем систему сингулярных интегральных уравнений (5), (6) в сим-
волическом виде: 

 

0

0

ˆ ˆ ˆˆ( ) 0
( ) :

ˆ ˆˆ 0ˆ( )
r

r

S i F I
A

Ii F S

   − ωμ ε −     
 ω = + =         μ −ωε       

EE E
H H H

,  (19) 

где вид операторов Ŝ  и F̂  ясен из (5), (6). Очевидно, что оператор Ŝ  являет-
ся сингулярным оператором в 2 ( )QL , а оператор F̂  компактным. Здесь 

2 ( )QL  – гильбертово пространство интегрируемых с квадратом шестимер-
ных вектор-функций. 
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Рассмотрим следующее уравнение в 2 ( )L Q


: 

 

ˆˆ ˆ( )0 0
ˆ ˆ 0ˆ( )0

r

r

IS

IS

   ε −   
+ =        μ −      

EE
H H

.  (20) 

Поскольку система уравнений (20) распадается на два независимых 
уравнения вида (10), получаем по доказанному выше, что оператор уравнения 
(20) будет фредгольмовым в 2 ( )QL . Оператор уравнения (19) отличается от 
оператора уравнения (20) прибавлением компактных операторов F̂ . Значит, 
оператор уравнения (19) также является фредгольмовым оператором  
в 2 ( )QL . Получаем следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть тензор-функции ( )ˆˆ ( )r x Iε −  и ( )ˆˆ ( )r x Iμ −  имеют 

обратные в каждой точке из Q . Тогда оператор системы сингулярных инте-
гральных уравнений (5), (6) фредгольмов в пространстве 2 ( )QL .  

3. Теорема о дискретности спектра оператор-функции 

Рассмотрим оператор-функцию 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  как функцию 
комплексной переменной ω∈C . 

Лемма 1. Оператор-функция 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  является голо-
морфной на всей комплексной плоскости ω∈C .  

Доказательство следует из того, что ядро (7) интегральных операторов 
Ŝ  и F̂  является аналитической функцией параметра ω .  

Будем говорить, что в области Q выполнены условия С, если эрмитовы 
тензор-функции ( )*ˆ( ) ( ) / 2i ix xε + ε  и ( )*ˆ ˆ( ) ( ) / 2i ix xμ + μ  положительно опреде-

лены (аналог условия Re ( ) 0,Re ( ) 0i ix xε > μ >  для изотропной среды), а тен-

зор-функции ( )*ˆ( ) ( ) / (2 )i ix x iε − ε  и ( )*ˆ ˆ( ) ( ) / (2 )i ix x iμ −μ  неотрицательно опре-

делены (аналог условия Im ( ), Im ( ) 0i ix xε μ ≥  для изотропной среды). Символ 
«*» обозначает сопряженный тензор, т.е. транспонированный тензор с ком-
плексно-сопряженными элементами. 

При выполнении условий С при вещественных ω  задача (19) имеет 
только тривиальное решение. В этом случае оператор-функция ( ) :A ω  

2 2( ) ( )Q Q→L L  имеет непустое резольвентное множество. Получаем следу-
ющий основной результат. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия С и тензор-функции ( )ˆˆ ( )r x Iε −  
и ( )ˆˆ ( )r x Iμ −  имеют обратные в каждой точке из Q . Тогда оператор-

функция 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  имеет дискретный спектр в C , т.е. спектр 
этой оператор-функции является дискретным множеством изолированных 
характеристических чисел конечной алгебраической кратности.  

Доказательство сразу следует из теоремы о голоморфной оператор-
функции [6], леммы 1 и теоремы 2.  
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В открытых объемных магнито-диэлектрических резонаторах могут 
существовать только комплексные резонансные частоты из-за излучения  
в свободное пространство [1, 2]. Это значит, что вещественных положитель-
ных характеристических чисел у оператор-функции 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  
нет. Все комплексные резонансные частоты имеют отрицательную мнимую 
часть. Физическая интерпретация комплексных резонансных частот подробно 
изложена в [2]. 

Заключение 
В статье рассмотрена задача об электромагнитных колебаниях магнито-

диэлектрических объемных резонаторов в наиболее общей ситуации, когда 
среда в резонаторе является неоднородной и анизотропной, т.е. тензоры ди-
электрической и магнитной проницаемости являются произвольными кусоч-
но-гладкими функциями координат. 

Доказана дискретность спектра резонансных частот в задаче об элек-
тромагнитных колебаниях в открытых объемных резонаторах. Для исследо-
вания задача для системы уравнений Максвелла сведена к анализу системы 
интегродифференциальных объемных сингулярных уравнений по области 
неоднородности. Доказано, что оператор-функция, определяемая системой 
интегродифференциальных уравнений, является голоморфной функцией 
спектрального параметра – частоты колебаний, а при некоторых дополни-
тельных условиях на тензоры диэлектрической и магнитной проницаемости – 
фредгольмовой оператор-функцией в выбранном пространстве.  
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А. А. Цупак 

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ  
АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ  

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ НА НЕПЛОСКОМ  
ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕМ ЭКРАНЕ1 

2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Цель работы – программная реализация параллель-

ного алгоритма решения задачи дифракции электромагнитной волны на иде-
ально проводящем неплоском экране. 

Материалы и методы. Рассматривается векторное интегродифференциа-
льное уравнение задачи дифракции; определяются базисные вектор-функции 
для решения задачи на неплоских параметрически заданных экранах. Для при-
ближенного решения задачи используется метод Галеркина.  

Результаты. Определены базисные вектор-функции на неплоских гладких 
параметризуемых экранах; программно реализован метод Галеркина, исполь-
зован интерфейс MPI для параллельной реализации метода. Проведены вы-
числительные эксперименты и анализ эффективности параллелизации числен-
ного метода.  

Выводы. Результаты вычислительных экспериментов подтверждают схо-
димость метода Галеркина и целесообразность использования параллельных 
алгоритмов для решения сложных векторных задач дифракции. 

Ключевые слова: векторная задача дифракции, неплоские экраны, 
интегродифференциальные уравнения, метод Галеркина, параллельные 
алгоритмы. 

 
A. A. Tsupak 

A NUMERICAL METHOD AND A PARALLEL  
ALGORITHM FOR SOLVING THE PROBLEM  

OF ELECTROMAGNETIC WAVE DIFFRACTION  
ON A NON-PLANAR PERFECTLY CONDUCTING SCREEN 

 
Abstract. 
Background. The purpose of the work is to develop and implement the parallel 

algorithm for numerical solving the problem of electromagnetic wave diffraction by 
non-planar perfectly conducting screens.  

Materials and methods. Vector integro-differential equation of the diffraction 
problem is considered; basis vector functions on non-planar parameterized screens 
are introduced; the Galerkin method is used to find approximate solutions of the 
problem.  

Results. The Galerkin method is implemented using the MPI interface; 
computational experiments are performed; efficiency of parallelization of the 
numerical method is analyzed.  

                                                           
1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 18-01-00219A. 

2 © Цупак А. А., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative Commons Attribution 
4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая дает разрешение на неогра-
ниченное использование, копирование на любые носители при условии указания авторства, источника и 
ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые имеют место. 
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Conclusions. The results of numerical tests confirmed the convergence of the 
Galerkin method and usefulness of using parallel algorithms for solving complex 
vector scattering problems. 

Keywords: vector problem of diffraction, non-planar screens, integro-
differential equations, the Galerkin method, parallel algorithms. 

Введение 
Рассматривается векторная задача дифракции монохроматической 

электромагнитной волны на гладком бесконечно тонком идеально проводя-
щем неплоском экране, которая сводится [1] к векторному сингулярному ин-
тегродифференциальному уравнению по поверхности экрана. 

В случае, когда экран расположен в поглощающем трехмерном 
пространстве 3,  оператор интегродифференциального уравнения является 
эллиптическим [1] в подходящих пространствах, что влечет сходимость 
метода Галеркина с базисными функциями, удовлетворяющими условию 
аппроксимации [2]. 

Для решения задачи дифракции на плоских (или кусочно-плоских) 
экранах можно использовать базисные финитные вектор-функции типа RWG 
или rooftop [3–8]. В случае неплоских экранов эффективным с вычислитель-
ной точки зрения является подход, состоящий в приближении гладкого экра-
на кусочно-плоским [9]. Однако теоретическое обоснование такого подхода 
затруднительно, так как фактически происходит замена пространства реше-
ний на гладком экране пространством функций, заданных на кусочно-
плоском экране с ребрами. 

Цель данной работы – реализовать метод Галеркина для решения 
векторной задачи дифракции электромагнитной волны на неплоских 
параметрически заданных экранах Ω . 

Для определения базисных вектор-функций на неплоских экранах 
вводится равномерная прямоугольная сетка в области параметров D  и 
задаются функции rooftop. Базисные функции на неплоском экране Ω  
определяются как образы функций rooftop при действии естественного 
отображения касательных пространств :d TD T→ Ωx ; здесь ( ) :t T= →Ωx x  
есть вектор функция, с помощью которой параметризуется экран Ω . 

Проведенные эксперименты показали, что метод Галеркина является 
достаточно требовательным к вычислительным ресурсам. Это обусловлено 
более сложным (в сравнении со случаем плоских экранов) алгоритмом вы-
числения матричных элементов, выражающихся через четырехкратные инте-
гралы и дифференциальные операторы на экране (касательные дивергенцию 
и градиент). Это приводит к необходимости разработки параллельных алго-
ритмов для решения задачи за приемлемое время.  

В статье описана идея параллельного алгоритма решения задачи дифрак-
ции; проведен обзор вычислительных экспериментов на многоядерном персо-
нальном компьютере, проведен анализ эффективности параллелизации числен-
ного метода, реализованного на языке C++ с использованием интерфейса MPI. 

1. Интегродифференциальное уравнение задачи дифракции 
Будем рассматривать гладкие ориентируемые ограниченные поверхно-

сти Ω  в 3 , заданные параметрически: 
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 1 1 2 2 1 2 3 1 2( ) ( ( , ), ( , ), ( , ))t x t t x t t x t t=x .  (1) 

В качестве множества изменения параметров будем рассматривать 
связную область 2D ⊂ � , представляющую собой, например, конечное объ-
единение прямоугольников.  

Предположим, что функции ( )kx C D∞∈ , а всюду в D  матрица Якоби 
ˆ( )J t t= ∂ ∂x  имеет ранг, равный 2. Тогда Ω  – гладкая поверхность с кусочно-

гладкой границей ∂Ω , состоящей из конечного числа дуг, сходящихся под 
углами, отличными от нулевого. Введение регулярных координат по формуле 
(1) определяет и гладкое поле нормалей n  на Ω . 

Задача дифракции монохроматической электромагнитной волны 
(E,H) ( , ) i te− ω= E H  сводится [1] к векторному интегродифференциальному 
уравнению: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0,grad div , ,   e yk G x y y ds x xτ τ τ

Ω

− + = ∈Ω u E ,  (2) 

здесь =e e ek ω ε μ  – волновое число свободного пространства; 0,τE  – каса-

тельная составляющая падающей электрической волны, ( )
| |

,
4 | |

eik x yeG x y
x y

−
=

π −
.  

Операторы поверхностной (касательной) дивергенции и градиента 
определяются следующим образом [10, 11]: 

 div ,   grad ,ij ij
i j i jg gτ τ= ∂ ∂ ϕ = ∂ ϕ∂u u x x   (3) 

здесь i∂  – операция дифференцирования по параметру it ; ijg  – тензор, об-
ратный к метрическому тензору ij i jg = ∂ ⋅∂x x ; также опущен знак суммиро-
вания по индексам ,i j . В случае плоского экрана (например, 

1 1 2 2 3, , 0x t x t x= = = ) получим 
1 2

1 2 1 2
div ,   grad ( , ,0).u u

t t t tτ τ
∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ= + ϕ =
∂ ∂ ∂ ∂

u  

Оператор ( ) ( ):S W W ′Ω → Ω  уравнения (2), рассматриваемый как 
псевдодифференциальный оператор [12] в пространствах сечений векторных 
расслоений, является фредгольмовым оператором при 0ek ≠  и эллиптиче-
ским при Im 0ek >  [1].  

2. Описание численного метода и параллельного  
алгоритма. Результаты расчетов 

Метод Галеркина для уравнения  

 ( ) ( )0, :S S W W ′= Ω → Ωu u ,  (4) 

приводит к системе линейных алгебраических уравнений 

 0, , ,N i iS =u v u v  1,..., ,i N=   (5) 
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здесь , ds
Ω

= f g f g  – полуторалинейная форма, непрерывная на паре про-

странств ,W W′ ; iv  – базисные вектор-функции; 

 ( ) ( )
1

,
N

N i i
i

x c x x
=

= ∈Ωu v  –  (6) 

приближенное решение уравнения (4); ic  – неизвестные коэффициенты. 
Определим базисные вектор-функции на произвольном гладком  

параметризуемом экране .Ω  В области параметров 1 2[0; ] [0; ]D a a= ×   
с равномерной сеткой узлов 

1 21, 1 1 2, 2 2,  ,   ,  0,..., ,k
i i k k k

k

at h i t h i h i n
n

= = = =  

введем два набора конечных элементов 

1 1 2 21 2

1 1 2 21 2

1
2 1 1 2

2
1 2 1 2

[ ; ] [ ; ]  ( 0,..., 2, 0,..., 1),

[ ; ] [ ; ]  ( 0,..., 1, 0,..., 2)

i i i ii i

i i i ii i

D t t t t i n i n

D t t t t i n i n

+ +

+ +

= × = − = −

= × = − = −
 

и два набора скалярных финитных кусочно-линейных функций 

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 1 2
1 1, 1 2 2, 20,1 0,2

1 2

1 | | ,  ; 1 | | ,  ;
( )    ( )

0,                       ; 0,                       .

i i i i i i
i i i i

i i i i

t t h t D t t h t D
v t v t

t D t D

− − − − ∈ − − ∈ = = 
∉ ∉  

 

Определим вектор-функции типа rooftop:  

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

0,1 0,1 0,2 0,2( ) ( ),0,0 , ( ) 0, ( ),0 .i i i i i i i it v t t v t= =v v   (7) 

Такие функции подробно исследованы в [13], а в [7, 8] описано их 
применение для численного решения задачи дифракции на системе 
препятствий различной размерности. Таким образом, получено семейство 
вектор-функций 0 ( )i tv , удовлетворяющих [13] условию полноты в простран-
стве ( )W D  ( D  – плоская область). 

Теперь определим базисные функции в пространстве ( )W Ω  сечений 
TΩ→ Ω  касательного расслоения TΩ  гладкой поверхности Ω . Так как по 

предположению координаты на Ω  являются гладкими, то дифференциал  

( ) : td t T D T→ Ωxx  

есть биекция. 
Базисные функции 

1 2
( )k

i i xv  в точках 1 2= ( ) = ( , )x x t x t t  неплоского 

экрана определим как перенесенные дифференциалом dx  вектор-функции 
типа rooftop:  
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1 2 1 2

0,
1 2( ( )) =  ( , ), ( ) .k k

i i i ix t d t t x t ∈Ωv x v  (8) 

Число базисных функций при заданном разбиении равно  

1 2 2 1( 1) ( 1)N n n n n= − + − . 

На рис. 1,а представлен график второй компоненты функций 0,2
11 ( )tv   

на прямоугольнике (0;2 ) (0; )D = π × π  при числе разбиений 1 2 4n n= = .  
На рис. 1,б,в,г изображены соответственно первая, вторая и третья компонен-
ты базисной вектор-функции 2

11v  на единичной сфере. 
 

  
а) б) 

  
в) г) 

Рис. 1. Функция 0,2
11 ( ) [0;1]v t ∈  на D  (а); первая (б), вторая (в) и третья (г)  

компоненты базисной вектор-функции 2
11v  на единичной сфере 

 
Расширенную матрицу системы линейных алгебраических уравнений 

(5) представим в блочном виде: 
11 12 1

21 22 2

 
 =
 
 

S S f
S

S S f
. 

Элементы столбца правой части вычисляются по формулам: 

 ( ) 1 2

1 2 1 2

1 2

0 0, ( ( )) ( ( )) ( )
k
i i

i ik k k
i i i i

D

x t x t g t dt= = ⋅f E v E v ,  (9) 
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где 2
11 22 12( ) det ( ) ( ) ( ) ( ).ijg t g t g t g t g t= = −  Элементы блоков основной матри-

цы таковы: 

( ) 1 2

1 2 1 21 2
,

i ikl l k
j j i ij j

S= =S v v  

( )1 2 1 2 1 2

1 2

2( ( ) ) ( ) ( ( )) ( ) ,
k
i i

l l k
ej j j j i i

D

g g A t k A t x t g t dtμν αβ
μ α β ν= ∂ ∂ ∂ ∂ + ⋅ v x x v v   (10) 

здесь 

 
1 2 1 2

1 2

( ) ( ( ), ( )) ( ( )) ( ) .
l
j j

l l
j j j j

D

A t G x t x s x s g s ds= v v   (11) 

Для заполнения матрицы системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) требуется много времени, особенно при большом числе базисных 
функций, необходимом для получения приближенных решений задачи с при-
емлемой точностью.  

Эффективным оказывается простейший параллельный алгоритм запол-
нения матрицы СЛАУ. Пусть N  – порядок матрицы, а M  – число процессов. 
Будем заполнять и хранить на p -м процессе ( 0,..., 1p M= − ) горизонтальные 
блоки расширенной матрицы S  размера ( 1)pN N× + . Здесь число pN  строк 
p -го блока равно [ / ]N p  ([ ]⋅  – операция вычисления целой части), если 

1p M≠ − , а 1 ( 1)[ / ]MN N M N p− = − − . 
В табл. 1 приведены сведения о времени (в секундах) заполнения мат-

рицы СЛАУ при различном значении N  порядка матрицы и числа M  задей-
ствованных процессов. Вычисления проводились на суперкомпьютере  
«Ломоносов-2» Центра коллективного пользования сверхвысокопроизводи-
тельными вычислительными ресурсами Московского государственного  
университета имени М. В. Ломоносова [14]. 

 
Таблица 1 

Число разбиений 1 2n n=  8 16 32 64 
Порядок матрицы N  112 480 1984 8064 
Число процессов M  

4 3.4 31 380 5649 
8 1.6 15 190 2824 

16 0.739 7.5 94 1400 
32 0.29 3.4 46 700 
64 0.08 1.6 23 358 

 
Для решения СЛАУ предложена простейшая параллельная реализация 

метода Гаусса. На k -м шаге метода ( k  – номер ведущей строки) осуществ-
ляется: 

– определение номера kp  процесса, на котором хранится ведущая 
строка; 
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– преобразование ведущей строки (деление ее на ведущий элемент) на 
kp -м процессе; 

– рассылка преобразованной ведущей строки от kp -го процесса всем 
остальным процессам; 

– выполнение всеми процессами процедуры исключения Жордана – 
Гаусса. 

В табл. 2 представлены данные о зависимости времени решения СЛАУ 
методом Гаусса от порядка M матрицы и числа процессов N . 

 
Таблица 2 

Порядок матрицы N  112 480 1984 8064 
Число процессов M  

4 
 

0,0007 
 

0,031 
 

2,4 
 

288 
8 0,0008 0,018 1,8 163 

16 0,4 0,34 0,9 82 
32 0,82 0,77 1 56 
64 2,31 1,7 2 36 

 
Применение параллельного алгоритма для решения СЛАУ методом 

Гаусса оказалось эффективным при достаточно больших значениях порядка 
матрицы (более тысячи). При малых же происходит существенное замедле-
ние вычислений: сказываются относительно большие затраты времени на об-
работку межпроцессорного обмена данными в сравнении со временем, необ-
ходимым для выполнения арифметических операций.  

На рис. 2 представлены графики приближенных решений задачи ди-
фракции плоской электромагнитной волны 10 ( ) (0, ,0)eik xx e=E  на единичной 
сфере 1(0)SΩ =  с центром в начале координат (диаметр сферы равен 2 м). 
Волновое число поглощающего пространства 1 0.001ek i= + ⋅ , что 
соответствует электромагнитной волне с длиной волны 2λ = π  м и круговой 
частотой 83 10ω≈ ⋅  Гц. 

Особенности поведения векторного решения задачи отображены на 
рис. 3, где, помимо модуля | |Nu , решения при 32512N =  представлены мо-

дули всех его компонент 1 2 3, , .N N Nu u u   

Заключение 
Рассмотрена векторная задача дифракции электромагнитной волны на 

неплоском идеально проводящем экране. Сформулирован метод Галеркина 
решения сингулярного интегродифференциального уравнения по поверхно-
сти экрана. На гладких неплоских параметризованных экранах определены 
базисные вектор-функции. Предложена и программно реализована парал-
лельная версия метода Галеркина. Выполнены вычислительные тесты, иллю-
стрирующие сходимость метода, правильность и эффективность его парал-
лельной реализации. 

Работа выполнена с использованием оборудования Центра коллектив-
ного пользования сверхвысокопроизводительными вычислительными ресур-
сами Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова. 
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а) 1 8, 112n N= =  б) 1 16, 480n N= =  

 
в) 1 32, 1984n N= =  

Рис. 2. Модуль приближенных решений Nu   
интегродифференциального уравнения на единичной сфере 

 

 
а) 1

Nu  

 
б) 2

Nu  

 
в) 3

Nu  
 

г) | |Nu  

Рис. 3. Решение задачи на единичной сфере при 1 128, 32512n N= =  
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И. В. Бойков, В. А. Рязанцев 

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ВОССТАНОВЛЕНИЯ  
ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ  
УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА  

1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Задача об определении неизвестного граничного 

условия часто возникает в различных областях физики и техники в тех случа-
ях, когда непосредственное измерение характеристик поля на части границы 
затруднено, либо же вовсе невозможно. Примеры задач такого типа можно 
встретить, в частности, в геофизике, ядерной физике, в обратных задачах теп-
лообмена и т.д. Их сложность в значительной степени обусловлена их некор-
ректностью, т.е. неустойчивостью их решения к возмущениям исходных дан-
ных. Учет этого свойства при решении обратных задач приводит к необходи-
мости в разработке специальных методов регуляризации. Несмотря на много-
численные работы, выполненные в данном направлении, до настоящего мо-
мента не теряет актуальности проблема разработки новых численных методов 
решения граничных обратных задач математической физики. 

Материалы и методы. Рассматривается начально-краевая задача для од-
номерного уравнения теплопроводности. Ставится задача о приближенном 
восстановлении неизвестного граничного условия на одном из концов интер-
вала изменения пространственной переменной в предположении о том, что из-
вестными являются функции, определяющие начальное условие, а также гра-
ничное условие на другом конце интервала изменения пространственной пе-
ременной. В качестве дополнительной информации используются функциона-
лы от решения исходной начально-краевой задачи при некотором фиксиро-
ванном значении пространственной переменной. При конструировании числен-
ного алгоритма решения поставленной задачи (в интегральном представлении) 
используется подход, основанный на аппроксимации по коллокационной техно-
логии полученного интегрального уравнения и реализации вычислительной схе-
мы итерационным процессом, построенным на базе непрерывного операторного 
метода решения уравнений в банаховых пространствах. В числе достоинств ме-
тода следует назвать в первую очередь его простоту, а также универсальность и 
устойчивость к возмущениям исходных данных.  

Результаты. Построены численные методы решения обратной граничной 
задачи для одномерного линейного параболического уравнения. Рассмотрены 
первая и вторая краевые задачи. Эффективность предложенных методов про-
иллюстрирована решением ряда модельных примеров. 

Выводы. Подход к решению прямых и обратных задач математической фи-
зики, основанный на применении непрерывного операторного метода решения 
уравнений в банаховых пространствах, оказался эффективен при решении 
граничной обратной задачи для линейного одномерного уравнения теплопро-
водности. Весьма перспективным видится дальнейшее развитие этого подхода 
для применения его к решению задачи одновременного восстановления  

                                                           
1 © Бойков И. В., Рязанцев В. А., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative 

Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая дает 
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нескольких граничных условий, а также к решению обратных граничных задач 
для многомерных уравнений. 

Ключевые слова: параболическое уравнение, граничная обратная задача, 
непрерывный операторный метод, логарифмическая норма, регуляризация. 

 
I. V. Boykov, V. A. Ryazantsev 

ON THE METHOD FOR RECONSTRUCTING THE BOUNDARY  
CONDITION FOR PARABOLIC LINEAR EQUATIONS  

 
Abstract. 
Background. A problem of determination of unknown boundary condition often 

appears in different fields of physics and technical sciences in cases when direct 
measuring of field characteristics at some part of the boundary is difficult or even 
impossible. Examples of such problems can be found in applications of geophysics, 
nuclear physics, inverse heat transfer problems etc. Their complexity is mainly due to 
their ill-posedness, i. e. instability of solutions to different perturbations of initial data. 
Taking into account this feature while solving such problems leads to necessity for 
development of special regularization methods. In spite of a lot of results obtained in 
this direction, until present moment the problem of development of new methods for 
solution of inverse boundary problems of mathematical physics appears relevant.  

Materials and methods. An initial boundary value problem for one-dimensional 
heat equation is considered in the paper. We consider the problem of approximate 
recovery of a boundary condition at one end of the interval range on changing in 
spatial variable while functions determining initial condition and also another 
boundary condition are assumed to be known. As an additional information about 
we use functionals of the solution of basic initial boundary value problem at some 
fixed value of the spatial variable. In order to construct the numerical algorithm for 
solving the problem we use the approach based on integral representation of the 
basic problem, approximation of the obtained integral equation by collocation 
technique and realization of the computational scheme by means of the iteration 
process that is constructed using continuous operator method for solving equations 
in Banach spaces. The advantages of the method include its simplicity together with 
its universality and stability of perturbations of the initial data.  

Results. Numerical methods for solving the boundary value problem for one-
dimensional linear parabolic equation have been constructed. The boundary value 
problems of first and second type have been considered. Efficiency of the proposed 
methods is illustrated with several model examples. 

Conclusions. The approach to solving direct and inverse problems of 
mathematical physics based on application of continuous operator method for 
solving equations in Banach spaces has been proved to be effective for solving 
boundary value problem for linear one-dimensional heat equation. Further 
development of this approach for its application to the problem of simultaneous 
recovery of several boundary conditions and also to the inverse boundary value 
problem for multidimensional equations seems to be promising. 

Keywords: parabolic equation, boundary value problem, continuous operator 
method, logarithmic norm, regularization. 

Введение 
Аналитическим и численным методам решения обратных задач мате-

матической физики, в том числе начально-краевых задач для параболических 
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уравнений, посвящена обширная литература. Особый интерес исследовате-
лей, занимающихся разработкой численных методов решения обратных и не-
корректных задач для параболических уравнений, вызывают градиентные ме-
тоды [1], в частности, метод наискорейшего спуска [2]. Среди важных работ, 
посвященных анализу и решению задач о восстановлении граничных условий 
для уравнений параболического типа, следует назвать работы [3–11]. Тем не 
менее до настоящего времени существует большая потребность в разработке 
эффективных численных методов решения граничной обратной задачи для 
уравнений теплопроводности.  

В данной работе в качестве такого метода предлагается непрерывный 
метод решения нелинейных операторных уравнений. 

Следуя работе [12], коротко опишем этот метод.  
Рассмотрим операторное уравнение  

 ( ) ,=Φ x y   (1) 

где B,∈x  а Φ  – оператор, отображающий банахово пространство B  в себя.  
Поставим уравнению (1) в соответствие задачу Коши для дифференци-

ального уравнения  

 ( )( ) ( ) ,d
d
σ = σ −
σ

x Φ x y   (2) 

 (0) ,= χx   (3) 

где 0.σ  Справедлива следующая теорема. 
Теорема 1 [12]. Предположим, что уравнение (1) имеет решение 
,∗=x x  причем на любой дифференцируемой кривой ( ),g t  расположенной  

в шаре (0, )B r  радиуса r, справедливы следующие условия: 
1) при всяком 0σ >  имеет место неравенство  

( )
0

( ( )) 0;s ds
σ

′Λ ϕ Φ   

2) выполняется неравенство  

( )( )
0

lim ( ) , 0.1 s ds
σ

σ→∞
′Λ ϕ

σ
−α α > Φ   

Тогда решение задачи Коши (2)–(3) сходится к решению ∗x  уравнения 
(1).  

Здесь через ′Φ  обозначена производная Фреше оператора .Φ  Через 
( )′Λ Φ обозначается логарифмическая норма оператора ,′Φ  определяемая 

формулой 

( )
0

1
lim ,
h

h
h↓

′− −
′Λ =

I Φ
Φ  
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где I  – тождественный оператор, а символ ↓  означает стремление к нулю, 
убывая. 

1. Постановка задачи 
В данной работе рассматривается обобщенная начально-краевая задача 

для линейного одномерного уравнения теплопроводности: 

 
2

2 , 0 0 ,u u t T x
t x

∂ ∂= γ
∂ ∂

      (4) 

 (0, ) ( ),u x x= ϕ   (5) 

 ( ) ( )1 2;  0 ( ), ;  ( ),u x t u x tΛ = = ψ Λ = = ψ   (6) 

где 0,γ >  а Λ  – оператор, фиксирующий конкретный тип граничного 
условия рассматриваемой задачи: 

– первая краевая задача: ( ;  ) ( , );u x a u t aΛ = =  

– вторая краевая задача: ( ; ) .
x a

uu x a
x =

∂Λ = =
∂

 

Дополнительно предполагается, что известной при 0 t T   является 

функция ( )( ) , ,t u t x∗α =  где (0, )x∗ ∈   – некоторое фиксированное значение. 

В этих условиях ставятся следующие задачи: 
1) восстановление 1( )tψ  при известной функции 2 ( );tψ  
2) восстановление 2 ( )tψ  при известной функции 1( ).tψ   
В следующем разделе подробно описывается алгоритм решения первой 

задачи. Вторая задача решается аналогично, и построение соответствующего 
алгоритма проводится очевидным образом.  

2. Общее описание алгоритма 
Общее решение начально-краевой задачи (4)–(6) определяется 

интегральной формулой [13]  

 2 1 1
0

( , ) ( , ; , ) ( , ) ( ) ,
t

u t x t x H x t s s ds= β ϕ ψ + γ − ψ   (7) 

где 2( , ; , )t xβ ϕ ψ  и 1( , )H t x  определяются способом задания оператора :Λ   
– в случае первой краевой задачи: 

2 2 2
0 0

( , ; , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( ) ,
t

t x G x t d H x t s s dsβ ϕ ψ = ϕ ξ ξ ξ − γ ⋅ − ψ 


 

1 2
0

( , ) ( , , ) ,  ( , ) ( , , ) ;H x t G x t H x t G x t
ξ= ξ=

∂ ∂= ξ = ξ
∂ξ ∂ξ 

 

где 
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2 2
1 2

1

2( , , ) ( , , ) sin sin exp
k

k x k k tG x t G x t
∞

=

 π πξ γ π   ξ = ξ = − =           


   
 

 
2 21 ( 2 ) ( 2 )exp exp ;

4 42 k

x k x k
t tt

∞

=−∞

    − ξ + + ξ + = − − −    γ γπγ         
     (8) 

–  в случае второй краевой задачи: 

2 2
0 0

( , ; , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ,
t

t x G x t d s G x t s dsβ ϕ ψ = ϕ ξ ξ ξ + γ ⋅ ψ − 


  

1( , ) ( ,0, ),H x t G x t= −γ ⋅  

где  
2 2

2 2
1

1 2( , , ) ( , , ) cos cos exp
k

k x n k tG x t G x t
∞

=

 π πξ γ π   ξ = ξ = + − =           


    
 

 
2 21 ( 2 ) ( 2 )exp exp .

4 42 k

x k x k
t tt

∞

=−∞

    − ξ + + ξ + = − + −     γ γπγ       
     (9) 

Зафиксируем в уравнении (7) x x∗=  и запишем его в следующем виде:  

 ( ) ( ) ( )2 1 1
0

, ; , , ( ) 0.
t

t x H x t s s ds t∗ ∗β ϕ ψ + γ − ψ −α =   (10) 

Введем на интервале [0, ]t T∈  равномерную сетку из узлов ,it i= τ  
0, ,i M=  с шагом ,T Mτ =  где M  – достаточно большое целое 

положительное число. Тогда интервал [0, ]t T∈  разобьется на интервалы  

[ ] [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 2 1 1, , , ,   , , , .M M M Mt t t t t t t t− − −…  

Рассмотрим вопрос о подходящем способе аппроксимации интеграла: 

( )1 1
0

, ( ) .
it

iH x t s s ds∗ − ψ  

Запишем этот интеграл в виде суммы: 

( ) ( )
11

1 1 1 1
00

, ( ) , ( ) .
i m

m

t ti

i i
m t

H x t s s ds H x t s s ds
+−

∗ ∗

=
− ψ = − ψ   

Согласно обобщенной теореме о среднем в интервале [ ]1,m mt t +  
найдется такая точка , ,i ms  что  
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 ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 , 1, ( ) , .
m m

m m

t t

i i m i
t t

H x t s s ds s H x t s ds
+ +

∗ ∗
 
 − ψ = ψ −  
 

    (11) 

Предположив, что шаг разбиения τ  достаточно мал, примем  

, 1 2 2, 0, 1, 1, .i m mm ms t t i i M+= = + τ = − =  

Тогда формула (11) заменится приближенной формулой: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1 1/21 2 ,, ( ) , ,
m m

m m

i

t t

i i m i m
t t

H x t s s ds H x t st ds t
+ +

+
∗ ∗

+

 
 − ψ ≈ ψ − = ψ μ  
 

   

 ( )
1

*
, 1 , .

m

m

t

i m i
t

H x t s ds
+

μ = −   (12) 

Покажем, что интеграл ,i mμ  может быть во всех случаях вычислен 
аналитически. 

Пусть сначала рассматривается первая краевая задача. Имеем: 

( )1 2 2

, 2 2
1

2 exp sin
m

m

t

i m
k

i

t

k k xd k
t s

s
+∞ ∗

=

    γ ππ π  μ = − ⋅ =         

−
   

 

( ) 12 2

2
1

sin
2 exp

m

m

s t
i

k s t

k x
k t s

k

+

∗
=

∞

= =
γπ

 π
   γ π −   = ⋅ =

 
 





 

 

2 2 2 2

2 2
( 1) ( )

1

sin
2 .

k i m k i m

k

k x

e e
k

∗
γ π − − τ γ π − τ∞

=

 π
       = ⋅γ

− π  
 

  


  (13) 

Теперь рассмотрим вторую краевую задачу. В этом случае: 

( )1 1 2 2

2
1

, cos exp1 2
m

mm

mt
i

i

t

kt
m

t

k t sk x dsds
++ ∗∞

=

   γ π −π 
 = − +  μ ⋅ −   =
 
 

     
 

  
 

( ) 12 2* 2

2 2 2
1

2 cos exp1
m

m

t
i

k t

k t sk x
k

+∞

=

    γ π −π  = − τ + ⋅ ⋅ − =     γ π     
 

  
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( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2
1

2 2
1

cos2 .
k i m k i mk x

k
e e

k

∗ γ π τ − − γ π τ −π∞ − −

=

 
τ  = − − ⋅ ⋅ − γπ   

 
 


  (14) 

Таким образом, при it t=  интеграл в левой части уравнения (10) 
аппроксимируется следующим образом: 

 ( ) ( )
1

1 1 1 1/2 ,
00

, .( )
it i

i m i m
m

H x t s s ds t
−

∗
+

=
− ψ ≈ ψ μ   (15) 

Приняв it t=  и подставив аппроксимацию (15) в уравнение (10), 
получаем 

 ( )
1

1 1/2 ,
0

0,
i

i m i m i
m

t
−

+
=

β + γ ψ μ −α =   (16) 

где ( )2, ; , ,i it xβ = β ϕ ψ ( ).i tα = α  
Уравнение (16) служит основой для построения численных методов 

восстановления функции 1( ).tψ  
Для построения численного метода восстановления функции 1( )tψ  

воспользуемся непрерывным операторным методом. Введем в рассмотрение 
вспомогательные функции 1, ( )jψ σ  ( )31 2 1

2 2 2, ,   ,  Mj −=   такие, что 

( )1, 1lim ( ) .j jt
σ→∞

ψ σ = ψ  В соответствии с описанием непрерывного 

операторного метода функции 1, ( )jψ σ  удовлетворяют следующей системе 
дифференциальных уравнений: 

 
1
2

1
2

1,
1,0 11,1 1 ( ) ,

2

d

d

ψ γτ = ν β + ⋅ψ μ −α σ  
σ   (17) 

 ( ) ( )
3
2

3
2

1,
2 2 1 2,1 2 11, ( ) ,

2

d

d

ψ γτ = ν β −β + ⋅ψ μ − α −α


σ σ 
  (18) 

...............................................................................................  

2 1
2

2 1
2

11,
1, 11,

1 1
( ) ,

2

M

MM M k M k

M M

M
k k

d

d

−

−

−

−
= =

ψ     γτ    = ν β − β + ⋅ψ σ μ − α − α    σ      
   (19) 

здесь 1jν = ±  ( 1, )j M=  – константы, фиксируемые таким образом, чтобы 
логарифмическая норма матрицы в правой части рассматриваемой системы 
дифференциальных уравнений была отрицательной. 

Для обеспечения единственности решения системы дифференциальных 
уравнений (17)–(19) необходимо присоединить к ней совокупность началь-
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ных условий. С вычислительной точки зрения целесообразно зафиксировать 
начальные условия при помощи формулы 

 1 2 1
2 2

11, 1,(0) (0) (0).M −ψ =…=ψ = ψ   (20) 

Для решения задачи (17)–(20) применим широкий спектр численных 
методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений. В частности, 
легко видеть, что при непосредственном решении системы (17)–(20) процесс 
решения распадается на M  последовательных этапов, на каждом из которых 
приближенно решается одно из уравнений системы. Однако в связи  
с влиянием ошибок при аппроксимации интегралов, а также погрешностей  
в исходных данных задачи такой подход представляется нецелесообразным, 
поскольку он приводит к значительным отклонениям от решения. Поэтому 
ниже предложен альтернативный подход к решению задачи (17)–(20), 
позволяющий уменьшить влияние погрешностей на решение. 

Преобразуем систему (17)–(19) следующим образом:  

 
1
2

1
2

1 1
1,

11, ( ) ,
2

d

d

ψ γτ = ν β + ⋅ψ σ −α σ  
  (21) 

 
31

2 2
1 3
2 2

1, 1,
2 2 21, 1,( ) ( ) ,

2

dd

d d

ψψ γτ  + = ν β + ⋅ ψ σ + ψ σ −α  σ σ   
  (22) 

...............................................................................................  

2 1
2

1 3 2 1
2 22

1,
1, 1,1,

1
( ) ( ) ( ) .

2

k

M

M

M
k

M M

d

d

−

−

=

ψ γτ  = ν β + ⋅ ψ σ + ψ σ + + ψ σ −α  σ   
   (23) 

Решение системы (21)–(23) осуществляется методом Эйлера. Пусть θ  – 
шаг метода Эйлера, а L  – число итераций метода Эйлера. Тогда одна 
итерация метода заключается в последовательном счете по следующим 
формулам: 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

(1) (0) (0)
11, 1, 1,1 1 ,

2r r r
γτ ψ σ = ψ σ + ν β⋅θ ⋅ + ⋅ψ σ −α 

 
  (24) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 3
2 2 2 2

(2) (1) (1) (0)
2 2 21, 1, 1, 1, ,

2r r r r
γτ  ψ σ = ψ σ + θ ⋅ν ⋅ β + ⋅ ψ σ + ψ σ −α    

 (25) 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 1 3
22 2 2

(1) (0) (2) (0)
2 2 21,1, 1, 1, ,

2r r r r
γτ  ψ σ = ψ σ + θ ⋅ν ⋅ β + ⋅ ψ σ + ψ σ −α    

 (26) 

....................................................................................................  

( ) ( )2 1 2 1
2 2

(1) (0)
1, 1,M Mr r− −ψ σ = ψ σ +  

( ) ( )1 2 3 2 1
2 22

( ) (2)
1, 1,1, ( )

2
,M M

M
M M r r M− −

 ⋅ θ ⋅ σ σ +γτ  +ν β + ⋅ ψ + + ψ ψ σ −α 



 




  (27) 
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здесь (0).r rσ = σ  Набор значений, найденных на текущей итерации, фиксиру-
ется в соответствии с формулами 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1)
1 1 1 11, 1, 1, 1,
2 2 2 2

3 3ψ =ψ , ,  ,M M
r r r r

−
+ +σ σ ψ σ = ψ σ   

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 1 2
(2) (1)

1 11, 1, 1, 1,
2 2 2 2

1ψ =ψ ,  ψ =ψ .M M M Mr r r r+− − − + −σ σ σ σ   (28) 

Результат работы алгоритма определяется формулами  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 (2 1) 2 (2 1)1 1,1 2 21 1,,   , .M ML Lt t − −ψ ≈ ψ σ … ψ ≈ ψ σ   (29) 

Замечание 1. Заметим, что вышеописанный подход допускает обобще-
ние на другие типы краевых задач, а также на краевые задачи для уравнения 
вида 

2

2 ( , ).u u t x
t x

∂ ∂= γ +Φ
∂ ∂

 

Замечание 2. Поскольку в реальных задачах исходные данные, как 
правило, являются известными не точно, а с некоторыми погрешностями, то 
на практике часто приходится выполнять ряд действий, направленных на 
уменьшение влияния погрешностей входных данных на решение задачи.  
В число таковых действий входят, в частности, предварительная обработка 
входных данных для фильтрации упомянутых погрешностей, а также 
постобработка решения, например, при помощи метода наименьших 
квадратов. 

3. Решение модельных примеров 
Модельный пример 1. Рассмотрим первую краевую задачу для 

уравнения (1), в которой 0 1x   и 1.γ =  Известны функции  

1 1 4
2( ) cos( ), ( ) cos(1 2 ), 1 1, cos 2 .

4 4
x ux e ee t t tx t− − −   = −   

 
=


ϕ −


ψ =  

Поставим задачу о восстановлении функции 1( )tψ  при 0 1.t    
Замечание 3. Точное решение поставленной задачи определяется 

формулой 1( ) cos(2 )t tψ =  при точном решении задачи (1)–(3), равном  

( , ) cos( 2 ).xu t x e x t−= −  

При численных расчетах были зафиксированы следующие параметры 
метода: 0,01,τ =  100,L =  0,01.θ =  Все значения 1,1 2 1,(2 1) 2(0),   ,  (0)M −ψ … ψ  
фиксировались равными 1. Значения функции 1( , , )G x tξ  определялись 
приближенно по формуле (8) в результате вычисления суммы первых 100 
членов рядов, причем при 0,2t  использовался первый ряд, а при 0,2t >  
использовался второй ряд. Интегралы, входящие в функцию ( )2, ; , ,it xβ ϕ ψ  
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вычислялись приближенно по квадратурной формуле средних прямоуголь-
ников с шагами 0,01τ =  по переменной t  и 0,01h =  по переменной .x   

Предположим сначала, что исходные данные задачи известны точно. 
Соответствующий результат восстановления функции 1( )tψ  представлен на 
рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Решение примера 1 в условиях отсутствия погрешностей 

 
Здесь и далее сплошной линией изображено точное решение задачи,  

а пунктирной линией – ее приближенное решение. 
Теперь пусть исходные данные задачи возмущаются случайными 

погрешностями, по модулю не превосходящими 0,1. Тогда результат 
восстановления 1( )tψ  при прежних параметрах метода показан на рис. 2.  

Целесообразной представляется дополнительная обработка результата  
с целью получения более гладкого решения. Для этого будем искать функцию 

1( )tψ  в виде полинома 

5 4 3
1 0 1 2 3 4,( )t a t a t a t a t aψ = + + + +  

коэффициенты которого ищутся на основании найденного приближенного 
набора значений ( )11 2 ,tψ  ,…  ( )1 (2 1) 2Mt −ψ  при помощи метода 
наименьших квадратов. Результат представлен на рис. 3.  

Модельный пример 2. Теперь рассмотрим вторую краевую задачу для 
уравнения (1), в которой 0 1x   и 1.γ =  В число исходных данных входят 
функции  

[ ]1
2sin sin(2 1) cos(2 1)( ) ( ), ( ) ,xx e x t t te− − − +ϕ −= ψ =  

1 31 1, sin 2 .
3 3

u t e t−   = −   
   

 

1ψ (t)

t
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Рис. 2. Решение примера 1 в условиях наличия погрешностей 

 

 
Рис. 3. Cглаживание решения примера 1 методом наименьших квадратов  
 
Ставится задача восстановления функции 1( )tψ  при 0 1.t    
Замечание 4. Точное решение задачи фиксируется формулой 

1( ) sin(2 ) cos(2 )t t tψ = +  при точном решении задачи (1)–(3), равном  

s( , ) ( 2i )n .xu t x e x t−= −  

При проведении численных экспериментов использовались следующие 
параметры метода: 0,01,τ =  1000,L =  0,01.θ =  Все значения 1,1 2 (0),ψ  ,…  

1ψ (t)

t

1ψ (t)

t
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1,(2 1) 2 (0)M −ψ  принимались равными 1. Значения функции 2( , , )G x tξ  вычис-
лялись приближенно по формуле (9) ограничиваясь вычислением суммы 
первых 100 членов рядов, причем при 0,2t  применялся первый ряд, а при 

0,2t >  применялся второй ряд. Интегралы функции ( )2, ; ,it xβ ϕ ψ  вычис-
лялись приближенно по квадратурной формуле средних прямоугольников  
с шагами 0,01τ =  по переменной t  и 0,1h =  по переменной .x   

Предположим вначале, что исходные данные задачи известны точно. 
Соответствующий результат восстановления 1( )tψ  проиллюстрирован на 
рис. 4.  

 

 
Рис. 4. Решение примера 2 в условиях отсутствия погрешностей 

 
Далее предположим, что исходные данные задачи возмущаются слу-

чайными погрешностями, по модулю не превосходящими 0,05. Тогда резуль-
тат восстановления 1( )tψ  при тех же значениях параметров вычислительной 
схемы продемонстрирован на рис. 5.  

Дополнительная обработка результата с целью получения более глад-
кого решения проводилась следующим образом. Решение задачи искалось  
в виде полинома 

4 3
1 1 2 3 4,( )t a t a t a t aψ = + + +  

коэффициенты которого определялись на основе найденного множества 
значений ( )11 2 ,tψ  ,…  ( )1 (2 1) 2Mt −ψ  методом наименьших квадратов. 
Результат показан на рис. 6.  

Заключение 
В работе предложены численные методы восстановления граничного 

условия в начально-краевой задаче для линейного одномерного параболиче-

1ψ (t)

t
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ского уравнения. Рассмотрены первая и вторая краевые задачи. Основой упо-
мянутых методов служит непрерывный операторный метод решения уравне-
ний в банаховых пространствах. Сходимость методов может быть обоснована 
с использованием аппарата теории устойчивости решений дифференциаль-
ных уравнений. Решение модельных примеров проиллюстрировало эффек-
тивность разработанных методов. Весьма перспективными направлениями 
дальнейших исследований являются распространения предложенного в ста-
тье подхода на многомерные уравнения, нелинейные уравнения, а также за-
дачи одновременного восстановления нескольких граничных условий. 

 

 
Рис. 5. Решение примера 2 в условиях наличия погрешностей 

 

 
Рис. 6. Сглаживание решения примера 2 методом наименьших квадратов  

1ψ (t)

t

1ψ (t)

t
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О. Н. Гадомский, Д. О. Мусич 

СПИН-СПИНОВОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ  
ПРОСТРАНСТВЕННО РАЗНЕСЕННЫХ ЭЛЕКТРОННЫХ  

СПИНОВ В ПОЛЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. В настоящее время значительное внимание исследо-

ватели уделяют поиску новых магнитных метаматериалов. В связи с этим  
в данной работе решается актуальная задача вывода нелокальных уравнений 
распространения электромагнитных волн в магнитных средах, где осуществ-
ляются спиновые переходы под действием радиочастотных, сверхвысокоча-
стотных и терагерцовых полей. На основе этих уравнений предлагается ре-
шать различные задачи, подобные уже решаемым задачам в оптике. 

Материалы и методы. Решение поставленной задачи проведено на основе 
эффектов 2-го и 3-порядков квантовой электродинамики с выделением спин-
спиновых взаимодействий пространственно разнесенных электронов двух во-
дородных атомов. При этом в разложении запаздывающих потенциалов учи-
тываются два параметра малости (v/c) и (Δξ/R12), где v – скорость движения 
электронов, c – скорость света в вакууме, Δξ – смещение электронов относи-
тельно неподвижных ядер, R12 – расстояние между ядрами атомов. 

Выводы. Показано, что в операторе спин-спинового взаимодействия двух 
пространственно разнесенных электронов, принадлежащих двум водородопо-
добным атомам, присутствуют члены, пропорциональные 1/R12

3, 1/R12
2, 1/R12,  

в отличие от оператора Брейта, где взаимодействие двух электронов определя-
ется лишь членами 1/R12

3. На основе полученного оператора спин-спинового 
взаимодействия двух пространственно разнесенных электронов, переходя к 
эффектам 3-го порядка квантовой электродинамики, получили уравнение рас-
пространения электромагнитных волн в системе электронных спинов. 

Ключевые слова: электромагнитные волны, электронный спин, спин-
спиновое взаимодействие двух пространственно разнесенных электронов, во-
дородоподобный атом, запаздывающие потенциалы, эффекты 2-го и 3-поряд-
ков квантовой электродинамики, оператор Брейта. 
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Abstract. 
Background. At present, researchers are paying considerable attention to the 

search for new magnetic metamaterials. In this regard, this article solves the urgent 
problem of deriving nonlocal equations for the propagation of electromagnetic 
waves in magnetic media, where spin transitions are carried out under the action of 
radio frequency, microwave and terahertz fields. Based on these equations, it is pro-
posed to solve various problems similar to those already being solved in optics. 

Materials and methods. The solution to the problem posed is based on the ef-
fects of the 2nd and 3rd orders of quantum electrodynamics, highlighting the spin-
spin interactions of spatially separated electrons of two hydrogen atoms. In this 
case, the expansion of the retarded potentials takes into account two smallness pa-
rameters (v/c) and (Δξ/R12), where v is the speed of motion of electrons, c is the 
speed of light in vacuum, Δξ is the displacement of electrons relative to immobile 
nuclei, R12 is the distance between the nuclei of atoms. 

Сonclusions. It is shown that the operator of the spin-spin interaction of two spa-
tially separated electrons belonging to two hydrogen-like atoms contains terms pro-
portional to 1 / R12

3, 1 / R12
2, 1 / R12, in contrast to the Breit operator, where the in-

teraction of two electrons is determined only by the terms 1 / R12
3. On the basis of 

the obtained operator of spin-spin interaction of two spatially separated electrons, 
passing to the effects of the third order of quantum electrodynamics, an equation for 
the propagation of electromagnetic waves in a system of electron spins is obtained. 

Keywords: electromagnetic waves, electron spin, spin-spin interaction of two 
spatially separated electrons, hydrogen-like atom, retarded potentials, effects of the 
2nd and 3rd orders of quantum electrodynamics, the Breit operator. 

Введение 

Спин-спиновое взаимодействие электронов из-за его релятивистской 
природы значительно слабее других взаимодействий, определяющих структуру 
энергетических уровней. Так, энергия спин-спинового взаимодействия двух 
электронов внутри атомов или молекул составляет порядка 4 510 10− −−  эВ. 
Спин-спиновое взаимодействие играет важную роль в динамике многоча-
стичных систем, влияя на поперечную релаксацию, спиновую диффузию, 
спиновую температуру [1, 2]. Роль спин-спинового взаимодействия электро-
нов может значительно возрасти при распространении резонансного радиоча-
стотного поля в системе свободных электронов, например в магнитном мета-
материале из металлических нано- или микросфер. 

Оператор спин-спинового взаимодействия двух электронов соответ-
ствует запаздывающему взаимодействию порядка ( )2/v c  ( v  – скорость дви-
жения электронов, c  – скорость света) и содержится в операторе Брейта  
[3–5]. Этот оператор был получен в рамках 2-го порядка теории возмущений 
квантовой электродинамики и применяется для описания сосредоточенных 
электронных систем, размеры которых удовлетворяют условию ( )0 / cω Δξ , 
где Δξ  – размеры системы, 0ω  – собственная частота в спектре взаимодей-
ствующих электронов. Однако значительный интерес представляет учет 
спин-спинового взаимодействия в протяженных системах, например в фер-
ромагнетиках, магнитных метаматериалах в поле электромагнитного излуче-
ния, чему и посвящена данная статья. 
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В классической электродинамике магнитное поле кругового тока зави-
сит от расстояния до точки наблюдения по закону 31 / r  [6]. Именно это свой-
ство магнитных полей используется для описания магнитных метаматериалов 
из разомкнутых кольцевых резонаторов [7, 8] при рассмотрении взаимодей-
ствия соседних магнитных моментов. При учете запаздывания электромаг-
нитное поле магнитных диполей зависит от расстояния до точки наблюдения 
по более сложному закону [6]. В данной статье представлено квантоэлектро-
динамическое рассмотрение взаимодействия пространственно разнесенных 
электронных спинов и будет получен оператор спин-спинового взаимодей-
ствия более общий, чем оператор Брейта. 

Как показано в [9, 10], решение проблемы двух электронов позволяет 
вывести нелокальные уравнения электродинамики, например в виде интегро-
дифференциальных уравнений распространения электромагнитных волн. 
Квантовоэлектродинамическое рассмотрение взаимодействия двух электро-
нов в поле излучения позволяет выяснить физический смысл поляризацион-
ных полей с участием промежуточных состояний с положительной и отрица-
тельной энергией. В случае гелиеподобного атома взаимодействие двух элек-
тронов в поле реальных фотонов как эффекты 3-го порядка квантовой элек-
тродинамики было описано Дрейком [11]. В наших работах было дано описа-
ние взаимодействия двух пространственно разнесенных электронов в поле 
излучения. При этом основное внимание было уделено электрическим ди-
польным квантовым переходам в спектре водородоподобных атомов. Обоб-
щение этого рассмотрения на случай квазимолекулярных систем дано в [12]. 
В данной статье приведено подробное описание взаимодействия двух про-
странственно разнесенных электронов с рассмотрением квантовых переходов 
между спиновыми состояниями электронов. 

На основе полученного оператора спин-спинового взаимодействия двух 
пространственно разнесенных электронов выведено интегродифференциа-
льное уравнение распространения электромагнитных волн в непрерывной 
среде электронных спинов. 

1. Оператор энергии взаимодействия  
двух пространственно разнесенных электронов 

Матричный элемент энергии взаимодействия двух электронов, принад-
лежащих двум водородоподобным атомам на произвольном расстоянии друг 
от друга, представим следующим образом [13]: 

( ) ( )2 1 2
; 1 2

1 2

1
AB CD C DU e + + −= ψ ψ ×

−
α αr r

r r
 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2exp AC A B
i d d
c

 × ω − ψ ψ 
 

r r r r r r ,  (1) 

где 1 2,α α  – матрицы Дирака 1-го и 2-го электронов; e  – заряд электрона; 
( )1Aψ r , ( )2Bψ r  – волновые функции электронов в состоянии A и B; 1 2,r r  – 

радиус-векторы электронов; ( )1C
+ψ r , ( )2D

+ψ r  – эрмитовосопряженные вол-
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новые функции электронов в состоянии C и D. При этом частоты состояний 
удовлетворяют закону сохранения (рис. 1) 
 A B C Dω +ω = ω +ω .  (2) 

 

 
Рис. 1. Диаграмма взаимодействия двух электронов через поле виртуальных  

фотонов: A, B – начальные состояния электронов с энергиями ,A Bω ω  ;  
C, D – конечные состояния электронов с энергиями ,C Dω ω   

 
Расстояние между электронами в (1) представим как 

 1 2 1 12 2− = − −r r ξ R ξ ,  (3) 

где 1ξ , 2ξ  – смещения электронов относительно неподвижных ядер атомов; 

12R  – расстояние между ядрами. Это позволяет записать следующее прибли-
женное равенство: 

 ( ) ( ) ( )2 2
12 12

1 2 12 2 2 4
12 12 12

11
2 2R R R

 Δ Δ Δ − = + − − 
  

ξ ξR ξR
r r R ,  (4) 

где 1 2Δ = −ξ ξ ξ .  
Проведем разложение фактора запаздывания в (1) с учетом (4), полу-

чим 

1 2 12

1 2 12

exp expAC AC
i i R
c c

R

   ω − ω   
   = ×

−

r r

r r
 

 ( )22 2
12 0 12 0 0 02

11 1
2

AC AC
i R f R f f f
c c

   × + ω − ω × − +    
,  (5) 

где безразмерная функция 0f  имеет вид 

 ( ) ( ) ( )2 2
12 12

0 2 2 4
12 12 122 2

f
R R R

Δ Δ Δ
= − −

ξ ξR ξR
.  (6) 

Будем пренебрегать в (5) членами порядка ( )12/ nRΔξ  при 2n > . 
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Матричные элементы 1α  и 2 ~ /v cα , где v −  скорость движения элек-
тронов, c −  скорость света в вакууме. Поэтому при подстановке разложения 
(5) в матричный элемент (1) будем учитывать члены, не превышающие этот 
порядок величины. Поэтому оператор энергии запишем следующим образом: 

( )( )0 122
2

1 2 0 0
12

1 1
i R
cG

eU e f f
R

ω
= − − + +α α  

( )( ) ( )
0 12

0 122 22 2
1 12 0 12 0 1 2 12 02 212 12
, ,

2

i Ri cR
cie e ee H R f R f H H R f

c R c R

ω
ω     + × − − ×          

, (7) 

где 0 ACω = ω  и 1H , 2H  – операторы электронов 1 и 2,  

 ( )2
1 1 1 1 1

eH c mc eA= +β +α p , ( )2
1 2 2 2 2

eH c mc eA= +β +α p ,  (8) 

1 2,p p  – операторы импульса электронов; 1,2β  – β -матрицы Дирака; ( )
1,2

eA  – 
скалярные потенциалы электронов в атомах 1 и 2; 

( ) ( )1 1 1A A AH ψ = ω ψr r , 

 ( ) ( )2 2 2B B BH ψ = ω ψr r .  (9) 

Вычислим коммутаторы в (7) и получим следующий оператор взаимо-
действия двух электронов: 

 ( )( )0 12 0 12 0 122 2
2

1 1 2 1 1 3
12 12

1
i i iR R R
c c cG

e eU e f e f e e f
R R

ω ω ω
= − − +α α α ,  (10) 

где 

( )12 1212
3 2 2 4

12 12 12

3
f

R R R

ΔΔ= − −
ξR RRξ , 

 ( ) ( ) ( )2 2
12 12

1 2 2 4
12 12 12

31
22

f
R R R

Δ Δ Δ
= − − −

ξ ξR ξR
.  (11) 

Покажем, что оператор GU  переходит в оператор Брейта BU  для двух 
электронов в гелиеподобном атоме. Действительно, при выполнении условий 

12 1 2R = −r r , 1 2 1 2− = −ξ ξ r r , 12 0R
c
ω →  

получим, что 

 ( ) ( )( )2 2
1 2 1 12 2 12

12 122G B
e eU U
r r

+
= = −

α α α n α n
,  (12) 

где 12 12 12/ r=n r . 
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2. Переход к слаборелятивистскому пределу 
Представим волновые функции в (1) как [13]: 

 
x
ϕ 

ψ =  
 

, 
2mc

χ = ϕσp ,  (13) 

где σ  – матрицы Паули [13].  
Вектор плотности электрического тока определим с помощью матрич-

ного элемента 

 ( )ce ce+ + += ⋅ψ ⋅ ⋅ψ = ϕ + χ ϕσ σj α ,  (14) 

где , ,+ + +ψ ϕ χ  – эрмитовосопряженные волновые функции.  
В результате получим следующее выражение для вектора плотности 

электрического тока: 

 ( ){ } ( )x
2
e c
mi

+ + + = ϕ ∇ϕ− ∇ϕ ϕ + ∇ ϕ ϕ  
j μ ,  (15) 

где ( )/ 2e mc=μ σ  – оператор спинового магнитного момента электрона.  
Используем выражение (15) для вычисления матричных элементов 

оператора GU , основное внимание уделяя спин-спиновому взаимодействию 
электронов. Соответствующий оператор спин-спинового взаимодействия 
двух пространственно разнесенных электронов обозначим как –s s

GU . Тогда 
после вычисления получим, что 

( )( )0 12 0 12
22 2

1 12 2 12– 01 2
2 2 3 5

12 12

3
24

i iR Rs s c cG
e peU e e

mcm с R R

ω ω −= − − + 
  

×
σ σ R Rσ σ  

 ( )( ) ( )( )2
1 12 2 12 1 12 2 121 2 1 2

3 2 412 12 12 12

3
2
e i

R mcR R R

   − −− − −   
     

×


σ σ σ σσ σ σ σR R R R
,  (16) 

где 0p  – матричный элемент (по модулю) оператора импульса электрона. 
Оператор спин-спинового взаимодействия, полученный из оператора 

Брейта (12) в слаборелятивистском пределе, зависит от расстояния между 
электронами по закону ( )3

121 / R  и соответствует первому слагаемому в (16) 

при ( )0 12 / 0R cω → . Для пространственно разнесенных электронов, как вид-
но из (16), возникают также и другие зависимости от расстояния между элек-
тронами. 

Переходя к операторам 1μ  и 2μ  спинового магнитного момента элек-
тронов, получим из (16) следующий оператор: 

( ) ( )( )0 12 1 2 1 12 2 12–
3 5

12 12

3i Rs s cGU e
R R

ω  −
= − − + 

  

μ μ μ μR R
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( ) ( )( )0 12 1 2 1 12 2 120
2 312 12

2
i R
cp mc e

R R

ω  −
+ − − 

  

μ μ μ μ


R R
 

 ( ) ( )( )0 12 1 2 1 12 2 12
2 4

12 12

32
i R
cimc e

R R

ω  −
− − 

  

μ μ μ μ


R R
.  (17) 

Первое слагаемое в этом операторе, обратно пропорциональное 3
121 / R , 

соответствует величинам порядка ( ) ( )2 2
12/ /v c RΔξ . В этом можно убедить-

ся, если вычислить энергию взаимодействия двух электронов в основном со-
стоянии, используя первый порядок теории возмущений. Второе слагаемое  
в (17) соответствует величинам порядка ( )/v c , а третье – величинам порядка 

( )( )12/ /v c RΔξ . Это означает, что основную роль в спин-спиновом взаимо-
действии пространственно разнесенных электронов играют члены, пропор-
циональные 121 / R . 

3. Учет внешнего поля излучения 

Взаимодействие двух электронов во внешнем поле излучения опреде-
лим с помощью поляризующих полей, пропорциональных квантомеханиче-
ским средним 1α  и 2α . При этом реализуется следующая схема квантовых 
переходов. Пусть оба электрона находятся в основном состоянии с волновой 
функцией mψ  и энергией m mE = ω . В результате взаимодействия электро-
нов через поле виртуальных фотонов один из электронов, например электрон 
2, переходит в некоторое состояние с волновой функцией kψ  и энергией 

k kE = ω , а затем возвращается в исходное состояние mψ . При этом первый 
электрон переходит в возбужденное состояние с энергией n nE = ω  и волно-
вой функцией nψ . Эта схема квантовых переходов соответствует эффектам  
3-го порядка квантовой электродинамики (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Диаграмма взаимодействия двух электронов через поле виртуальных  

и реальных фотонов: m, n – индексы начальных состояний электронов,  
p, r – индексы их конечных состояний. При этом закон сохранения энергии – 

0n m p rE E E E+ + + ± ω= , ω  – частота реальных фотонов 
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Вычислим 2α  с помощью теории возмущений, ограничиваясь ее пер-
вым порядком. Уравнение Дирака для решения этой задачи имеет вид 

 2 2Ψ Ψm mi H e
t
∂ − = − ∂ 

α A ,  (18) 

где 2 m m mH ψ = ω ψ , а волновая функция Ψm  представляется в виде кванто-
вой суперпозиции: 

 ( )Ψ mi ti t i t
m m mk mk k

k
a e b e e− ωω − ω  = ψ + + ψ 

  
 ,  (19) 

где ,mk mka b  – комплексные коэффициенты.  
Пусть векторный потенциал A  в уравнении (18) имеет вид 

 ( ) ( )( )2 2
1,
2

i t i tt e eω − ω= +A r A r ,  (20) 

где ( )2A r  – функция координаты 2r  местоположения электрона 2. 
Подставим (19) в (18), чтобы вычислить коэффициенты mka  и mkb . То-

гда получим следующее уравнение: 

( ) ( ) ( )2
i t i t

mk mk mk mk k
k

e a e bω − ω ω −ω + ω + ω ψ =  r  

 ( )( )2 2
1
2

i t i te e eω − ω= − +α A r ,  (21) 

где mk m kω = ω −ω  – частота перехода. Умножим обе части уравнения (21) на 

( )*
2kψ r  и проинтегрируем по переменным 2r . Тогда находим после прирав-

нивания коэффициентов, стоящих при одинаковых временных экспоненци-
альных множителях, значения неизвестных коэффициентов: 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2| |
2

k m
mk

mk k

e
a

ψ − ψ
=

ω −ω
α



r A r r
, ( ) ( ) ( )

( )
2 2 2 2| |

2
k m

mk
mk k

e
b

ψ − ψ
=

ω + ω
α



r A r r
. (22) 

Используя значения коэффициентов (22), получим для квантово-
механического среднего 2α  следующее выражение: 

2 2 2Ψ | |Ψ | |m m m m m= = ψ ψ +α α α  

 2 2| | | | ( . .)i t i t
m k mk m k mk

k k
a e b e c cω − ω+ ψ ψ + ψ ψ + α α .  (23) 

Часть выражения (23), зависящая от векторного потенциала ( )2A r , 
определяет тензор поляризуемости 2mα  в состоянии m  для частот вдали от 

mkω . При стремлении ω  к mkω  следует перейти к комплексным энергиям 

( )/ 2 Γk k kE E i→ − , где 1Γk
−  – время жизни возбужденных состояний k . 
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Матричные элементы 2α  в (23) найдем с помощью выражений (14) и 
(15), позволяющих определить тип квантовых переходов в тензоре поляризу-
емости. Ниже будем рассматривать только спиновые квантовые переходы  
в спектре взаимодействующих электронов. 

4. Уравнение распространения электромагнитных волн  
в системе электронных спинов 

Напряженность магнитного поля в месте расположения электрона 1  
с радиус-вектором 1r  определим с помощью оператора (17) следующим  
образом: 

 ( ) 122 /
1

12
  t R crot rot

R
−=

μ
H r ,  (24) 

где 2μ  – квантовомеханическое среднее магнитного спинового момента 
электрона 2 в точке 2 1 12= +r r R . Дифференцирование в (24) проводится по 
координатам точки наблюдения 1r . 

Запишем оператор –s s
GU  как 

 ( )–
1 1

s s
GU = μ H r   (25) 

при условии, что временная зависимость 2μ  определяется законом 

 2 20
i te− ω=μ μ ,  (26) 

где ω  – частота внешнего поля излучения. Подставляя (26) в (24), найдем со-
ответствие между операторами (17) и (25). 

В протяженной среде электронных спинов при распространении в этой 
среде электромагнитных волн уравнение распространения электромагнитных 
волн при непрерывном распределении спинов имеет вид 

 ( ) ( ) 12 /, , rot rot t R ct t N dV
R

− ′= + I
μ

H r H r ,  (27) 

где ( ),tIH r  – напряженность магнитного поля внешней электромагнитной 
волны в точке наблюдения r ; μ  – некоторая функция локального поля 

( ),tH r'  внутри среды в точках r'  в запаздывающие моменты времени 
/t R c− , R = −r r' , интегрирование ведется по всем точкам r'  среды. 
Определим зависимость μ  от поля H , используя уравнение Блоха для 

электронной намагниченности N= μM : 

 [ ] ( ) ( )0
2 1

1 1
x y z

d M M M M
dt T T

= γ × − + − +M M H i j k ,  (28) 

где , ,i j k  – орты координатных осей; 0M  – равновесная намагниченность; 
( )/e mcγ = ; 1T  и 2T  – времена продольной и поперечной релаксации [2].  
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Стационарное решение уравнений (28) во вращающейся с частотой ω  
системе координат имеет вид 

 
( )

2
1 2 1 2

0 2 2 2
2 1 1 21

x y
H T i H TM iM M

T H T T

Δωγ + γ+ =
+ Δω + γ

  ,  (29) 

где 1H  – напряженность радиочастотного магнитного поля, осуществляюще-
го квантовые переходы между спиновыми состояниями электрона в постоян-
ном магнитном поле 0H , 0Δω= ω−ω , 0 0Hω = + γ . 

При выполнении условия 2 2
1 1 2 1H T Tγ <<  в слабых радиочастотных по-

лях получим из (29), что 

 ( ) ( )1 1 0 1 1
0 2

1
/x y x y M x yM iM H H N M H H

i T
+ = + α = γ +

ω −ω−
  i j i j ,  (30) 

где 0 zM M=  и пропорционально напряженности постоянного магнитного 
поля 0H , направленного вдоль оси z ( )||z k , а напряженность радиочастотно-
го поля 1 ⊥H k . Подставляя (30) в (27), получим интегродифференциальное 
уравнение распространения электромагнитных волн в протяженной системе 
электрических спинов для нахождении поля ( ),tH r  в различных точках 
наблюдения как внутри среды, так и за ее пределами. 

Заключение 
Итак, в данной статье представлено квантовоэлектродинамическое рас-

смотрение взаимодействия двух пространственно разнесенных электронов  
в поле внешнего радиочастотного поля, что позволяет вывести уравнение 
распространения электромагнитных волн в системе электронных спинов. Это 
уравнение представляет значительный интерес, например, при описании маг-
нитных метаматериалов из металлических микросфер. 
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Л. Н. Вострецова, А. А. Адамович 

ВЛИЯНИЕ γ-ОБЛУЧЕНИЯ НА ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ  
И ОПТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

СВЕТОДИОДОВ НА ОСНОВЕ InGaN/GaN 
1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Несмотря на то, что структуры на основе InGaN/GaN 

прочно завоевали рынок светодиодной продукции, остаются нерешенными не-
которые вопросы изменения электрических и оптических характеристик свето-
диодов на их основе под действием внешних факторов: температуры, тока, излу-
чения и др. Наибольший интерес вызывает изменение интенсивности излучения 
структуры под действием внешних факторов, т.е. механизм возникновения и 
эволюции каналов безызлучательной рекомбинации. Целью данной работы яв-
ляется исследование влияния γ-излучения на вольт-амперные и ампер-яркостные 
характеристики структур с квантовыми ямами на основе InGaN/GaN. 

Материалы и методы. Для решения поставленной цели были измерены 
вольт-амперные и ампер-яркостные характеристики структуры на основе 
InGaN/GaN в диапазоне токов до 30 мА при комнатной температуре и дозах 
облучения 0–0,4 МРад. Измерения электрических и оптических характеристик 
проводились в одном цикле, при регистрации ампер-яркостной характеристи-
ки выходным сигналом выступал фототок обратносмещенного фотодиода. Для 
анализа полученных вольт-амперных характеристик использовалась обобщен-
ная модель рекомбинации, которая позволяет описать процесс токопереноса  
в пространственно неупорядоченной структуре, когда одной из стадий процес-
са является туннелирование. 

Результаты. Проведен анализ вольт-амперных характеристик структур 
на основе InGaN/GaN при комнатной температуре для доз облучения  
γ-квантами 0–0,4 МРад. Обнаружено существенное изменение вольт-ампер-
ных характеристик под действием облучения в диапазоне напряжений до 3,1 В. 
Изменение вольт-амперных характеристик вызывает изменение зависимостей 

дифференциального показателя наклона β от напряжения и ( )d f U
dU
β = . Об-

наружено изменение ампер-яркостных характеристик, которое согласуется  
с модификацией электрических свойств под действием облучения γ-квантами. 

Выводы. В диапазоне напряжений 2,1 В 3,1  ВU≤ ≤  при дозе облучения  

0,2 МРад наблюдается участок ( ) ~ exp
2r
eUI U
kT

 
 
 

, что связано с распадом 

комплексов Mg–H, и дезактивация водородом обнаруженного рекомбинаци-
онного центра. Данная гипотеза подтверждается изменением амплитуды экс-

тремума на зависимости ( )d f U
dU
β = , которая используется для определения 

                                                           
1 © Вострецова Л. Н., Адамович А. А., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии 

Creative Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), ко-
торая дает разрешение на неограниченное использование, копирование на любые носители при усло-
вии указания авторства, источника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если 
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наличия рекомбинационных центров в исследуемой структуре, и поведением 
ампер-яркостных характеристик с увеличением дозы облучения образцов. 

Ключевые слова: светодиод, квантовая яма, вольт-амперная характери-
стика, ампер-яркостная характеристика, γ-излучение. 

 
L. N. Vostretsova, A. A. Adamovich 

THE EFFECT OF γ-RADIATION ON THE ELECTRICAL  
AND OPTICAL CHARACTERISTICS OF InGaN / GaN LEDS 

 
Abstract. 
Background. Despite the fact that InGaN / GaN-based structures have firmly 

conquered the LED market, some issues remain unresolved about how the electrical 
and optical characteristics of LEDs based on them change under the influence of ex-
ternal factors: temperature, current, radiation, etc. Of greatest interest is the change 
in the radiation intensity of the structure under the influence of external factors,  
i.e. mechanism of emergence and evolution of nonradiative recombination channels. 
The purpose of this work is to study the effect of γ-radiation on the volt-ampere  
and ampere-brightness characteristics of structures with quantum wells based on 
InGaN / GaN. 

Materials and methods. To achieve this goal, the volt-ampere and ampere-
brightness characteristics of the structure based on InGaN / GaN were measured  
in the range of currents up to 30 mA at room temperature and radiation doses of  
0–0.4 MRad. The measurements of the electrical and optical characteristics were 
carried out in one cycle; when registering the ampere-brightness characteristic, the 
output signal was the photocurrent of the reverse-biased photodiode. To analyze the 
obtained volt-ampere characteristics, a generalized recombination model was used, 
which makes it possible to describe the process of current transfer in a spatially dis-
ordered structure, when tunneling is one of the stages of the process. 

Results. The volt-ampere characteristics of InGaN / GaN-based structures are 
analyzed at room temperature for γ-ray irradiation doses of 0–0.4 MRad. A signif-
icant change in the volt-ampere characteristics under the action of irradiation in the 
voltage range up to 3.1 V. A change in volt-ampere characteristics causes a change 

in the dependences of the differential slope index β on voltage and ( )d f U
dU
β = .  

A change in the ampere-brightness characteristics is found, which is consistent with 
the modification of the electrical properties under the action of irradiation with  
γ-quanta. 

Conclusions. In the voltage range at an irradiation dose of 0.2 MRad, a region 

( ) ~ exp
2r
eUI U
kT

 
 
 

 is observed, which is associated with the decomposition of  

Mg–H complexes, and hydrogen deactivation of the detected recombination center. 
This hypothesis is confirmed by a change in the amplitude of the extremum on the 

dependence ( )d f U
dU
β = , which is used to determine the presence of recombination 

centers in the structure under study, and the behavior of the ampere-brightness char-
acteristics with increasing sample irradiation dose. 

Keywords: LED, quantum well, volt-ampere characteristic, ampere-brightness 
characteristic, γ-radiation. 
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1. Актуальность и цели работы 
Несмотря на то, что структуры на основе InGaN/GaN прочно завоевали 

рынок светодиодной продукции, остаются нерешенными некоторые вопросы 
изменения электрических и оптических характеристик светодиодов (СД) на 
их основе под действием внешних факторов: температуры, тока, излучения  
и др. Наибольший интерес вызывает изменение интенсивности излучения 
структуры под действием внешних факторов, т.е. механизм возникновения  
и эволюции каналов безызлучательной рекомбинации.  

В настоящее время достаточно подробно исследовано падение эффек-
тивности СД-структур на основе InGaN/GaN в области больших токов. Так,  
в работах [1–3] это явление связывается с безызлучательной Оже-рекомбина-
цией, в статьях [4–8] обнаружена безызлучательная рекомбинация в барьер-
ной области, темп которой увеличивается с ростом тока через образец из-за 
возрастания туннельной составляющей токопереноса. Кроме этого, в работе 
[9] обнаружено уменьшение времени жизни неравновесных носителей заряда 
для процесса безызлучательной рекомбинации. 

Открытым остается вопрос модификации характеристик структур на 
основе InGaN/GaN под действием облучения. В статье [10] показано, что све-
товой поток синих и зеленых СД на основе InGaN/GaN при облучении гамма-
квантами 60Со уменьшается с увеличением дозы. В работах [11, 12] обнару-
жено увеличение интенсивности максимума спектра электролюминесценции 
[11] и КПД СД [12] InGaN/GaN в определенном диапазоне доз гамма-
облучения, что связывается с упорядочиванием границы раздела гетерострук-
туры.  

Целью данной работы является исследование влияния γ-излучения на 
вольт-амперные и ампер-яркостные характеристики структур с квантовыми 
ямами на основе InGaN/GaN. 

2. Методика эксперимента 
Объектом исследования являются ультрафиолетовые светодиоды (дли-

на волны 405 нм при комнатной температуре) на основе InGaN/GaN. Вольт-
емкостным методом установлено наличие одной квантовой ямы в исследуе-
мых структурах. 

Измерения вольт-амперных (ВАХ) и ампер-яркостных (АЯХ) характе-
ристик проводилось в одном цикле автоматизированной установкой. При ре-
гистрации напряжения учитывалось сопротивление амперметра R0, т.е. 
напряжение на p-n-переходе 0pnU U I R= − ⋅ , где I – ток, измеряемый в цепи, 
U – напряжение на источнике питания. АЯХ снималась как обратный ток 
ВАХ кремниевого фотодиода ФД-263-01 при постоянном обратном напряже-
нии. Спектральная чувствительность используемого фотодиода 0,4–1,1 мкм, 
темновой обратный ток не более 1 нА. Несмотря на то, что исследуемая 
структура излучает на краю спектральной чувствительности фотодиода  
ФД-263-01, подбор взаимного расположения свето- и фотодиода позволил 
добиться фототока порядка 0,1 мА при рабочем токе СД. 

3. Результаты эксперимента 
На рис. 1 представлены прямые ВАХ исследуемых структур на основе 

InGaN/GaN, облученных дозами гамма-квантов 0–0,4 МРад. Перед облучени-
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ем была проверена сопоставимость ВАХ разных диодов из одной партии. 
Установлено, что в диапазоне напряжений 1,2–3,5 В ВАХ идентичны, что да-
ет возможность анализировать влияние дозы облучения на характеристики 
исследуемой структуры. 

 

 
Рис. 1. Вольт-амперные характеристики структуры  

на основе InGaN/GaN с дозой облучения 0–0,4 Мрад 
 
На ВАХ исследуемой структуры (рис. 1) можно выделить несколько 

участков:  
– при напряжении меньше 2,8 В наблюдается неэкспоненциальное воз-

растание тока с увеличением напряжения на образце; 
– в диапазоне 2,8 3,1 В U В≤ ≤  наблюдается участок, на котором 

~ exp
2
qUI
kT

 
 
 

,  

– при напряжении более 3,1 В зависимость тока от напряжения меняет-
ся на  ( )~ expI Uα , где α = 5,1 В–1.  

 Следует отметить, что облучение оказывает влияние на участок ВАХ 
до 3,1 В. При дозе 0,2 МРад наблюдается переход в экспоненциальный уча-

сток в диапазоне напряжений 2,0 3,1 В U В≤ ≤ , где ~ exp
2
qUI
kT

 
 
 

. Дальней-
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шее увеличение дозы приводит к возврату отклонения от экспоненциального 
роста тока в указанном диапазоне напряжений. 

Гетероструктуры на основе InGaN/GaN являются наноразупорядочен-
ными структурами, в которых существует пространственное разделение элек-
тронов и дырок, следовательно, одной  из стадий рекомбинационного процес-
са является туннельный токоперенос. В работах [13, 14] предлагается модель 
рекомбинации в таких структурах, учитывающая, кроме классических про-
цессов генерации и рекомбинации, рассмотренных еще в рекомбинационной 
модели Шокли – Рида, процесс туннелирования. Установлено [13], что ВАХ 
полупроводниковых наноразупорядоченных структур содержат участки, на 
которых ток обусловлен туннельно-рекомбинационными процессами. 

В работах [14–16] для анализа процессов, участвующих в формирова-
нии токопереноса, вводится приведенная скорость рекомбинации прR , кото-
рая рассматривается как физическая величина, обратная времени жизни носи-
телей заряда в области пространственного заряда (ОПЗ): 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

пр пр
1 1

exp 2 1s s
nm pm m

m
nm tm pm tm m nm tm pm tmm m

c c eU kT N
R R U

t E t E N t E t E= =

 + ω = =
 + ω + 

  , (1) 

где ( )прmR U  – приведенная скорость рекомбинации т-локального состоя-
ния; nc  и pc  – коэффициенты захвата электронов и дырок локализованными 
состояниями; n  и p  – концентрация электронов на дне зоны проводимости 

либо дырок у потолка валентной зоны; 1 exp c t
c

E En N
kT
− = − 

 
 – параметр, 

характеризующий скорость эмиссии электронов; 1 exp t v
v

E Ep N
kT
− = − 

 
 – 

параметр, характеризующий скорость эмиссии дырок; cE  – энергия дна зоны 
проводимости; vE  – энергия потолка валентной зоны; N  – концентрация ло-
кальных состояний в запрещенной зоне; ω  – вероятность туннельного пере-
хода; [ ]1n nt c n n= + ; [ ]1p pt c p p= + . 

В работах [16, 17] рекомендуется для определения количества реком-
бинационных центров, участвующих в формировании тока в структуре, ана-
лизировать зависимость от напряжения дифференциального показателя 
наклона прямой ВАХ: 

 
1 1q dlnI qI dI

kT dU kT dU

− −
   β = =   
   

,  (2) 

где q – заряд электрона; k – постоянная Больцмана; T – температура окружа-
ющей среды, К; I и U – ток и напряжение на исследуемой структуре.  

Количество рекомбинационных центров в исследуемых структурах со-
ответствует количеству экстремумов (максимумов и минимумов) на зависи-

мости ( )d f U
dU
β = . 
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На рис. 2 приведены зависимости дифференциального показателя 
наклона и его производной от напряжения для исследуемых структур на ос-
нове InGaN/GaN при разных дозах облучения. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. График зависимости дифференциального показателя наклона ВАХ  
от напряжения при разных дозах облучения исследуемых структур  

на основе InGaN/GaN (а); график зависимости ( )d f U
dU
β =  при разных дозах  

облучения исследуемых структур на основе InGaN/GaN (б) 
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Из рис. 2 видно, что зависимость ( )d f U
dU
β =  имеет один максимум, 

следовательно, можем в формуле (1) положить т = 1. Как видно из рис. 2,б, 
облучение оказывает существенное влияние на поведение максимума при 

maxU  = 2,78 В (для необлученного образца). Сначала мы наблюдаем умень-
шение амплитуды этого максимума (доза облучения 0,1 МРад) вплоть до 
полного исчезновения (доза облучения 0,2 МРад), а затем увеличение ампли-
туды этого максимума с увеличением дозы облучения (0,25–0,4 МРад).  

Можно предположить, по аналогии с работой [18], что в результате об-
лучения происходит распад комплексов Mg–H и дезактивация водородом об-
наруженного рекомбинационного центра. С ростом дозы облучения наблюда-
ется вытеснение водорода из исследуемой структуры и активация рекомби-
национного центра.  

Также в работах [13, 19] показано, что при выполнении условия  

 exp ,
2n p i
qUc c n N
kT

  << ω 
 

  (3) 

когда туннельная компонента превалирует над рекомбинационной, ВАХ 
наноразупорядоченных полупроводниковых структур описывается выраже-
нием  

 ( ) ( )~ exp ,
2r np
eUI U R U
kT

 ⋅  
 

  (4) 

где 
2

p n
np

N c c
R =  – слабо зависящая от напряжения функция. Этот участок 

мы и наблюдаем на ВАХ исследуемой структуры в диапазоне напряжений 
2,1 В 3,1  ВU≤ ≤  при дозе облучения 0,2 МРад. Этот участок отсутствует в 
необлученном образце и при других дозах облучения, что подтверждает ги-
потезу об дезактивации рекомбинационного центра в структуре. Дезактива-
ция  рекомбинационного центра приводит к выполнению условия (3) в иссле-
дуемых структурах. 

Обнаруженное изменение электрических характеристик исследуемой   
структуры на основе InGaN/GaN подтверждается ампер-яркостными характе-
ристиками, приведенными на рис. 3. 

Заключение 
В работе исследовано влияние облучения на электрические (ВАХ) и 

оптические (АЯХ) характеристики СД-структур на основе InGaN/GaN. Выяв-
лено изменение ВАХ в диапазоне напряжений менее 3,1 В. В диапазоне 
напряжений 2,1 В 3,1  ВU≤ ≤  при дозе облучения 0,2 МРад наблюдается уча-

сток ( ) ~ exp
2r
eUI U
kT

 
 
 

. Этот участок отсутствует в необлученном образце и 

при других дозах облучения. Можно предположить распад комплексов Mg–H 
и дезактивацию водородом обнаруженного рекомбинационного центра.  
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Рис. 3. Ампер-яркостные характеристики исследуемых структур  

на основе InGaN/GaN при разных дозах облучения 
 
С ростом дозы облучения наблюдается вытеснение водорода из иссле-

дуемой структуры и активация рекомбинационного центра. Данная гипотеза 
подтверждается изменением амплитуды экстремума на зависимости 

( )d f U
dU
β = , которая используется для определения наличия рекомбинацион-

ных центров в исследуемой структуре, и поведением АЯХ с увеличением до-
зы облучения образцов. 
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Е. Л. Панкратов 

СПОСОБ УВЕЛИЧЕНИЯ ПЛОТНОСТИ ЭЛЕМЕНТОВ  
СМЕСИТЕЛЯ С ПОНИЖЕНИЕМ ЧАСТОТЫ  

И ВЛИЯНИЕ МОДИФИКАЦИИ МАТЕРИАЛОВ  
НА ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ ПРОЦЕСС 

1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. В настоящее время одним из актуальных вопросов 

является увеличение быстродействия устройств твердотельной электроники 
(диоды, полевые и биполярные транзисторы...). Для увеличения быстродей-
ствия данных устройств представляет интерес поиск материалов с большими 
значениями подвижностей носителей заряда. Один из способов уменьшения 
размеров элементов интегральных схем является их формирование в тонко-
пленочных гетероструктурах. В данном случае возможно использование неод-
нородности (многослойности) гетероструктуры и необходима оптимизация ле-
гирования электронных материалов, а также развитие эпитаксиальной техно-
логии с целью улучшения свойств данных материалов (включая анализ меха-
нических напряжений). Альтернативным способом уменьшения размеров эле-
ментов интегральных схем является использование лазерного и микроволно-
вого типов отжига. Основной целью данной работы является поиск возможно-
стей уменьшения размеров сформированных в многослойных структурах по-
левых транзисторов в составе смесителя с понижением частоты, а также уве-
личение их плотности. Сопутствующей целью данной работы является фор-
мирование аналитической методики анализа массопереноса, позволяющей 
учесть изменение параметров процессов одновременно в пространстве и во 
времени, а также нелинейность рассматриваемого процесса. 

Материалы и методы. Предложена аналитическая методика анализа мас-
сопереноса, позволяющая учесть изменение параметров процессов одновре-
менно в пространстве и во времени, а также нелинейность рассматриваемого 
процесса. 

Результаты. Сформулированы условия для уменьшения размеров полевых 
транзисторов в составе смесителя с понижением частоты, а также увеличения 
их плотности. Предложена аналитическая методика анализа массопереноса, 
позволяющая учесть изменение параметров процессов одновременно в про-
странстве и во времени, а также нелинейность рассматриваемого процесса. 

Выводы. Уменьшение размеров полевых транзисторов, а также увеличение 
их плотности происходит в многослойной структуре со специально подобран-
ной конфигурацией при условии оптимизации отжига. 

Ключевые слова: схема смесителя с понижением частоты, оптимизация 
формирования, увеличение степени интеграции элементов. 

 
E. L. Pankratov 

A METHOD FOR INCREASING THE DENSITY  
OF THE MIXER ELEMENTS WITH UNDERFREQUENCY 
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AND THE EFFECT OF MATERIAL MODIFICATION  
ON THE TECHNOLOGICAL PROCESS 

 
Abstract. 
Background. Currently, one of actual problems of solid-state electronic is in-

creasing of performance of devices (diodes, field-effect and bipolar transistors...). 
To increase the performance it is attracted an interest to determine materials with 
higher values of charge carrier mobilities. Another problem is decreasing of dimen-
tions of elements of integrated circuit is to form them in thin-film heterostructures. 
In this case, it is possible to use heterogeneity (multilayer) of the heterostructure and 
it is necessary to optimize the doping of electronic materials, as well as to develop 
epitaxial technology to improve of properties of these materials (including the anal-
ysis of missmatch-induced stresses). An alternative way to decrease of dimentions 
of integrated circuit elements is using laser and microwave types of annealing. Main 
aim of this paper is determination of possibility to decrease dimentions of field-
effect transistors manufactured in multilayer structures framework of downconver-
sion mixer circuit. The complimented purpose of this work is development of ana-
lytical approach for analysis of mass transport, which to takes into account the var-
iation of parameters of considered process simultaneously in space and time, as well 
as the nonlinearity of the considered process. 

Materials and methods. Introduced framework this paper analytical approach for 
analysis of mass transport, which to takes into account the variation of parameters of 
considered process simultaneously in space and time, as well as the nonlinearity of 
the considered process. 

Results. We formulated conditions for decreasing of dimentions of field-effect 
transistors framework a downconversion mixer circuit and at the same time to in-
crease their density. An analytical approach has been introduced for analysis of 
mass transport, which to takes into account the variation of parameters of considered 
process simultaneously in space and time, as well as the nonlinearity of the consid-
ered process 

Conclusions. Dimentions’ decreasing of field-effect transistors and increasing of 
their density could be obtained in a multilayer structure with a specific configuration 
and by optimization of annealing. 

Keywords: downconversion mixer circuit, optimization of manufacturing,  
increasing of element integration rate. 

Введение 
Одной из интенсивно решаемых задач является повышение быстродей-

ствия электронных устройств [1–6]. Быстродействие рассматриваемых 
устройств может быть увеличено за счет использования материалов, имею-
щих большие значения подвижностей носителей заряда [7–10]. Для уменьше-
ния размеров элементов в составе интегральных схем они могут формиро-
ваться в составе тонкопленочных гетероструктур [3–5, 11]. Это позволяет ис-
пользовать неоднородность гетероструктуры в виде ее многослойности. Но 
при использовании гетероструктур необходима оптимизация легирования их 
материалов [12] и развитие технологии ее роста [13–15]. В качестве альтерна-
тивного метода уменьшения размеров элементов в составе интегральных 
схем можно использовать лазерный или микроволновый отжиг [16–18].  
В этом случае используется неоднородность легируемого материала, возни-
кающая за счет неоднородности температуры отжига. 
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В данной статье нами предложена методика, в рамках которой можно 
сформировать полевые транзисторы, входящие в состав смесителя с пониже-
нием частоты. Предлагаемая методика приводит к уменьшению размеров 
транзисторов, одновременно увеличивается и их плотность. Также сформу-
лировано условие, при котором уменьшаются механические напряжения в ге-
тероструктурах. В рамках предлагаемой методики рассматривается гетеро-
структура, включающая в свой состав подложку, эпитаксиальный и буферный 
слои (рис. 1) [19]. Эпитаксиальный слой содержит секции, сформированные из 
других материалов. В этих секциях формируется необходимый тип проводимо-
сти (n или p) с помощью диффузионного или ионного типов легирования. Да-
лее примесь и/или радиационных дефектов отжигаются. Длительность отжига 
выбирается оптимальной. Основная цель статьи: поиск условий увеличения 
степени интеграции элементов рассматриваемого смесителя. Сопутствующая 
цель: поиск условий уменьшения механических напряжений в рассматривае-
мой гетероструктуре и поиск математического аппарата, позволяющего увели-
чить адекватность прогноза рассматриваемого технологического процесса. 

1. Методика анализа 
В рамках решения сформулированных во введении целей необходимо 

найти решение второго закона Фика [1, 20–23]: 

( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,C x y z t C x y z t C x y z t
D D

t x x y y
∂  ∂   ∂ ∂ ∂= + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

( ) ( ) ( )1
0

, , ,
, , , , , ,

zL
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z z x k T
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,  (1) 

и провести его анализ. Данное решение описывает изменение концентрации 
примеси C (x,y,z,t) в пространстве и времени. Уравнение (1) необходимо до-
полнить начальным и граничными условиями: 
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C (x,y,z,0) = fC  (x,y,z). 
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а)  

 
б) 

Рис. 1. Рассматриваемая схема смесителя [19] (а); гетероструктура, в состав  
которой входят подложка, буферный и эпитаксиальный слои (вид сбоку) (б) 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 84

Такие граничные условия соответствуют отсутствию потока примеси 
через внешние границы гетероструктуры. В уравнении (1) и сопутствующих 
условиях введены обозначения: символ Ω описывает атомный вес примеси; 

символ S∇  описывает поверхностный градиент; интеграл ( )
0

, , ,
zL
C x y z t d z  

описывает поверхностную концентрацию примеси на границах раздела слоев 
гетероструктуры (ось Oz и границы раздела перпендикулярны друг другу); 
функции μ1(x,y,z,t) и μ2(x,y,z,t) описывают химические потенциалы, учитыва-
ющие механические напряжения, напряжения в гетероструктуре и пористость 
ее материалов; параметр D описывает коэффициент объемной диффузии; па-
раметр DS описывает коэффициент поверхностной диффузии, вызванной ме-
ханическими напряжениями в гетероструктуре. Величина коэффициентов 
диффузии принимает разные значения в разных материалах, изменяется с из-
менением температуры, зависит от концентрации примеси. Эмпирические за-
висимости рассматриваемых коэффициентов от параметров имеют вид [24–26]: 
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где функции DL (x,y,z,T) и DLS (x,y,z,T) описывают зависимости коэффициен-
тов диффузии от пространственных координат x, y и z, а также температуры 
отжига T; функция P (x,y,z,T) описывает зависимость предела растворимости 
примеси от пространственных координат и температуры отжига; принимаю-
щий целые значения параметр γ ∈ [1,3] определяется свойствами материалов 
гетероструктуры; функция V (x,y,z,t) описывает изменение концентрации ра-
диационных вакансий с равновесным распределением V* в пространстве и 
времени. Изменения концентраций радиационных дефектов в пространстве и 
времени определялись путем решения второго закона Фика в следующей 
форме [20–23, 25–27]: 

( ) ( ) ( ), , , , , ,
, , ,I

I x y z t I x y z t
D x y z T

t x x
∂  ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
, , , , , ,I I

I x y z t I x y z t
D x y z T D x y z T

y y z z
 ∂   ∂ ∂ ∂+ + −   ∂ ∂ ∂ ∂   

 



№ 4 (56), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 85

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, ,, , , , , , , , , , , , , , ,I I I Vk x y z T I x y z t k x y z T I x y z t V x y z t− − +  

( ) ( )
0

, , , , , ,
zL

IS
S

D x y z t I x y W t d W
x k T

 ∂  +Ω ∇ μ +
 ∂
 

  

( ) ( ) ( )2

0

, , ,
, , , , , ,

zL
I SIS

S
D x y z tD x y z t I x y W t dW

y k T x V k T x

   ∂μ∂ ∂ +Ω ∇ μ + +  ∂ ∂ ∂  
  

 ( ) ( )2 2, , , , , ,I S I SD Dx y z t x y z t
y V k T y z V k T z
   ∂μ ∂μ∂ ∂+ +   ∂ ∂ ∂ ∂   

,   (3) 

( ) ( ) ( ), , , , , ,
, , ,V

V x y z t V x y z t
D x y z T

t x x
∂  ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
, , , , , ,V V

V x y z t V x y z t
D x y z T D x y z T

y y z z
 ∂   ∂ ∂ ∂+ + −   ∂ ∂ ∂ ∂   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, ,, , , , , , , , , , , , , , ,V V I Vk x y z T V x y z t k x y z T I x y z t V x y z t− − +  

( ) ( )
0

, , , , , ,
zL

VS
S

D x y z t V x y W t d W
x k T

 ∂  +Ω ∇ μ +
 ∂
 

  

( ) ( ) ( )2

0

, , ,
, , , , , ,

zL
V SVS

S
D x y z tD x y z t V x y W t d W

y k T x V k T x

   ∂μ∂ ∂ +Ω ∇ μ + +  ∂ ∂ ∂  
  

( ) ( )2 2, , , , , ,V S V SD Dx y z t x y z t
y V k T y z V k T z
   ∂μ ∂μ∂ ∂+ +   ∂ ∂ ∂ ∂   

. 

Граничные и начальные условия для искомых концентраций предста-
вимы в следующей форме: 
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 I (x,y,z,0)=fI  (x,y,z), V (x,y,z,0)=fV  (x,y,z).  (4) 

В последних соотношениях и далее в статье функция I (x,y,z,t) описыва-
ет изменение концентрации междоузельных атомов с равновесным распреде-
лением I* в пространстве и времени; функции DI(x,y,z,T), DV(x,y,z,T), 
DIS(x,y,z,T), DVS(x,y,z,T) описывают зависимости коэффициентов объемной и 
поверхностной диффузий точечных радиационных дефектов от простран-
ственных координат и температуры; квадратичные относительно искомых 
концентраций члены уравнений (3) учитывают генерацию дивакансий и ана-
логичных комплексов междоузельных атомов [26]; функция kI,V(x,y,z,T) опи-
сывает зависимость параметра рекомбинации точечных дефектов от про-
странственных координат и температуры отжига; функции kI,I(x,y,z,T) и 
kV,V(x,y,z,T) описывают зависимости параметров образования комплексов то-
чечных дефектов от пространственных координат и температуры отжига; па-
раметры k, a и   описывают соответственно постоянную Больцмана, меж-
атомное расстояние и удельную поверхностную энергию. Со временем часть 
пор может быть поглощена другими порами или распадаться на вакансии. 
Распределения дивакансий ΦV (x,y,z,t) и аналогичных комплексов междо-
узельных атомов ΦI (x,y,z,t) в пространстве и времени определялись как реше-
ния следующей системы уравнений [25, 26]: 
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Граничные и начальные условия для искомых концентраций предста-
вимы в следующей форме: 
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ΦI (x, y, z, 0) = fΦI (x, y, z), 

 ΦV (x, y, z, 0) = fΦV (x, y, z).  (6) 

Функции описывают зависимости коэффициентов объемной и поверх-
ностной диффузий комплексов точечных радиационных дефектов от про-
странственных координат и температуры; функции kI(x,y,z,T) и kV(x,y,z,T) опи-
сывают аналогичные зависимости параметров распада дивакансий и анало-
гичных комплексов междоузельных атомов. 
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Химический потенциал μ1 определяется соотношением [20]: 

 μ1 = E(z)Ωσij [uij(x,y,z,t) + uji(x,y,z,t)]/2,  (7) 

где параметр E обозначает модуль Юнга (модуль растяжения); параметры σij 
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 описывают тензоры напряжений и деформаций; ком-

поненты тензора напряжений ui, uj описывают компоненты ux(x,y,z,t), 
uy(x,y,z,t) и uz(x,y,z,t) вектора смещений ( ), , ,u x y z t ; величины xi, xj обознача-
ют пространственные координаты x, y, z. Соотношение для химического потен-
циала μ1 (7) с учетом рассмотренных параметров принимает следующий вид: 
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. 

В данном соотношении параметр σ обозначает коэффициент Пуассона; 
параметр ε0 = (as – aEL)/aEL обозначает параметр несоответствия решетки; па-
раметры as, aEL обозначают постоянные решеток подложки и эпитаксиального 
слоя; параметр K обозначает модуль всестороннего сжатия; параметр β обо-
значает коэффициент теплового расширения; параметр Tr обозначает совпа-
дающую с комнатной равновесную температуру. Компоненты вектора сме-
щений ( ), , ,u x y z t  определяются как решения системы уравнений [21]: 
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В данных уравнениях введены обозначения:  
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функция ρ (z) описывает пространственную зависимость плотности материа-
лов гетероструктуры в направлении, перпендикулярном границам раздела ее 
слоев, параметр δij обозначает символ Кронекера. С учетом рассмотренных 
соотношений уравнения для компонент вектора смещений принимают вид 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )2 2

2 2
, , , 5 , , ,

6 1
x xu x y z t E z u x y z t

z K z
zt x

 ∂ ∂ ρ = + + 
 + σ ∂ ∂   

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 , , ,
3 1 2 1

yu x y z tE z E z
K z

x yz z

  ∂ + − + ×  ∂ ∂ + σ   + σ      
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 2
, , , , , ,

3 1
y zu x y z t u x y z t E z

K z
zy z

   ∂ ∂
 × + + + × 

 + σ  ∂ ∂     
 

( ) ( ) ( ) ( )2 , , , , , ,zu x y z t T x y z t
K z z

x z x
∂ ∂

× − β
∂ ∂ ∂

, 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2 2 2

2 2
, , , , , , , , ,

2 1
y y xu x y z t u x y z tE z u x y z t

z
x yzt x

 ∂ ∂ ∂
 ρ = + −

∂ ∂ + σ   ∂ ∂   
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ), , ,, , , , , ,
2 1

y zu x y z tT x y z t E z u x y z t
K z z

y z z yz

 ∂ ∂ ∂∂  − β + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ + σ        
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2
, , , 5

12 1 6 1
yu x y z t E z E z

K z K z
z zy

   ∂    + + + − ×   
 + σ   + σ ∂          

 

 
( ) ( ) ( )2 2, , , , , ,y yu x y z t u x y z t

K z
y z x y

∂ ∂
× +

∂ ∂ ∂ ∂
,  (8) 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2 2 2

2 2 2
, , , , , , , , ,

2 1
z z zu x y z t E z u x y z t u x y z t

z
zt x y

∂ ∂ ∂
ρ = + +

 + σ  ∂ ∂ ∂  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 , , , , , ,, , , , , ,y yx xu x y z t u x y z tu x y z t u x y z t
K z

x z y z z x y

 ∂  ∂∂ ∂∂ + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

( ) ( )
( )

( ) ( ), , , , , , , , ,1 6
6 1

x z xu x y z t E z u x y z t u x y z t
z z z z x

 ∂   ∂ ∂∂ + + − −  ∂ ∂ + σ ∂ ∂   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,y zu x y z t u x y z t T x y z t
K z z

y z z

∂ ∂ ∂− − − β∂ ∂ ∂
. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 90

Граничные и начальные условия для искомых компонент представимы 
в следующей форме: 
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Решение уравнения (1), описывающее изменение концентрации приме-
си в пространстве и времени, определялось методом осреднения функцио-
нальных поправок [28]. Предварительно для удобства решения учтем началь-
ные условия не отдельно в условиях, а в исходных уравнениях (1), (3) и (5).  
В этом случае рассматриваемые уравнения преобразуются к следующему виду: 
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Далее для определения первых приближений искомых концентраций 
примеси в рамках метода осреднения функциональных поправок заменим иско-
мые функции C (x,y,z,t), I (x,y,z,t), V (x,y,z,t), ΦI (x,y,z,t) и ΦI (x,y,z,t) в правых ча-
стях последних уравнений (1а), (3а) и (5а) на их пока неизвестные значения α1ρ. 
Такая замена позволяет получить уравнения для первых приближений рассмат-
риваемых концентраций C (x,y,z,t), I (x,y,z,t), V (x,y,z,t), ΦI (x,y,z,t) и ΦI (x,y,z,t): 
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Интегрирование обеих частей уравнений (1b), (3b) и (5b) приводит  
к окончательным выражениям для концентраций C (x,y,z,t), I (x,y,z,t),  
V (x,y,z,t), ΦI (x,y,z,t) и ΦI (x,y,z,t) в следующей форме: 
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Средние значения рассмотренных приближений определяются стан-
дартно [28]: 

 ( )1 1
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1 , , ,
yx zLL L

x y z
x y z t dz dy dxdt

L L L

Θ

ρα = ρ
Θ     .  (9) 

После подстановки выражений (1c), (3c) и (5c) в (9) получаем выраже-
ния для рассматриваемых средних значений концентраций в следующем  
виде: 
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где  
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Приближения следующих порядков рассматриваемых концентраций 
определим стандартно, используя метод осреднения функциональных попра-
вок [28]. В рамках данного метода для определения приближения искомых 
концентраций n-го порядка заменим в правых частях уравнений (1а), (3а), 



№ 4 (56), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 97

(5а) функции C(x,y, z,t), I(x,y,z,t), V(x,y,z,t), ΦI(x,y,z,t) и ΦV(x,y,z,t) на сумму 
средних значений рассматриваемых приближений и приближений предыду-
щего порядка: αnρ + ρn–1(x,y,z,t). Тогда получаем уравнения для нахождения 
вторых приближений рассматриваемых концентраций: 
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Средние значения рассматриваемых приближений второго порядка 
определяются стандартно с помощью следующего соотношения [28]: 
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Использование в соотношении (10) выражений (1d), (3d) и (5d) позво-
ляет определить соотношения для искомых средних величин α 2ρ. Данные со-
отношения представимы в следующей форме: 
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Далее определим компоненты вектора смещений. Для этого необходи-
мо решить уравнения системы (8). Первые приближения рассматриваемых 
компонент определим методом осреднения функциональных поправок. Для 
этого заменим искомые функции в правой части рассматриваемых уравнений 
на пока неизвестные средние значения αi. В результате такой замены получа-
ем уравнения для определения искомых приближений: 
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. 

Решение данных уравнений может быть получено интегрированием 
обеих частей уравнения по времени t. В окончательной форме искомые при-
ближения могут быть представлены в следующем виде: 
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Приближения следующих порядков рассматриваемых компонент опре-
деляются стандартно: с помощью замены искомых компонент в правой части 
рассматриваемых уравнений суммой αi+ui(x,y,z,t) [28]. В результате данной 
замены получаем следующие уравнения для определения вторых приближе-
ний искомых компонент вектора смещений: 
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Интегрирование полученных уравнений по времени t позволяет полу-
чить соотношения для искомых приближений в окончательной форме: 
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В данной статье во втором приближении по методу осреднения функ-
циональных поправок определены концентрации примеси, точечных радиа-
ционных дефектов и их простейших комплексов, а также проекций вектора 
смещения на координатные оси. Второго приближения обычно достаточно 
для формулировки качественных выводов и ряда количественных результа-
тов. Аналитические расчеты проверялись их сопоставлением с результатами, 
полученными путем численного моделирования. 

2. Результаты анализа 
Полученные в предыдущем разделе соотношения позволили анализи-

ровать рассмотренные концентрации с учетом механических напряжений и 
изменения пористости материалов гетероструктуры. На рис. 2 и 3 приведены 
типичные пространственные распределения концентрации примеси при раз-
личных значениях коэффициента диффузии.  
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Рис. 2. Распределения концентрации примеси, введенной с помощью  

диффузии в рассмотренной на рис. 1 гетероструктуре перпендикулярно границе  
раздела между ее слоями. С увеличением номера кривой увеличивается разница  

между значениями коэффициента диффузии примеси в материалах гетероструктуры 
 
Рисунок 2 соответствует диффузионному типу легирования. Рисунок 3 

соответствует ионному типу легирования. Приведенные на рис. 2 и 3 распре-
деления получены для большего значения коэффициента диффузии в легиру-
емой области по сравнению с нелегируемой областью. Рисунки 2 и 3 показы-
вают, что различие свойств в разных слоях гетероструктуры позволяет полу-
чить увеличение компактности распределений концентраций примесей.  
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Рис. 3. Распределения концентрации примеси, введенной с помощью  

ионной имплантации в рассмотренной на рис. 1 гетероструктуре  
перпендикулярно границе раздела между ее слоями. С увеличением номера  
кривой увеличивается разница между значениями коэффициента диффузии  

примеси в материалах гетероструктуры. Кривые 1 и 3 соответствуют отжигу  
длительностью Θ = 0,0048(Lx

2+Ly
2+Lz

2)/D0 (D0 – среднее значение коэффициента  
диффузии). Кривые 2 и 4 соответствуют отжигу длительностью  

Θ = 0,0057(Lx
2+Ly

2+Lz
2)/D0 

 
Одновременно увеличивается равномерность распределения примеси  

в обогащенной ею области. Следует также заметить, что в данном случае 
необходимо оптимизировать длительность отжига: небольшая длительность 
отжига не позволяет примеси достичь границы раздела между слоями гетеро-
структуры (в этом случае происходит распространение примеси в однород-
ном материале); в случае большой длительности отжига примесь в гетеро-
структуру проникает слишком глубоко и ее распределение оказывается 
слишком равномерным. В этой ситуации необходим выбор компромиссной 
длительности отжига. Оптимальное значение длительности отжига опреде-
лим в рамках ранее введенного критерия [29–37]. Для использования рас-
сматриваемого критерия необходимо аппроксимировать реальное простран-
ственное распределение концентрации примеси скачкообразной функцией 
(рис. 4 и 5). Далее искомые значения оптимальной длительности отжига 
определялись минимизацией следующей среднеквадратической ошибки: 

 ( ) ( )
0 0 0

1 , , , , ,
yx zLL L

x y z
U C x y z x y z dz dy dx

L L L
=  Θ −ψ     ,  (15) 

где функция ψ(x,y,z) описывает рассмотренную ранее скачкообразную ап-
проксимирующую функцию.  
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Рис. 4. Пространственные распределения введенной диффузионно примеси.  
Кривая 1 описывает желательное идеальное распределение концентрации  

примеси. Кривые 2–4 описывают реальные пространственные распределения  
примеси при различных значениях длительности отжига 
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Рис. 5. Пространственные распределения примеси, введенной с помощью  
ионной имплантации. Кривая 1 описывает желательное идеальное распределение  

концентрации примеси. Кривые 2–4 описывают реальные пространственные  
распределения примеси при различных значениях длительности отжига 
 
Полученные оптимальные значения длительности отжига приведены на 

рис. 6 (при диффузионном легировании) и рис. 7 (при ионном легировании). 
Необходимо отметить, что ионное легирование приводит к необходимости 
отжига радиационных дефектов. Данный отжиг приводит к уширению рас-
пределения примеси. В идеальной ситуации в течение отжига дефектов при-
месь достигнет границы раздела между слоями гетероструктуры. Если при-
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месь не успевает достичь данной границы за время отжига дефектов, то пред-
ставляет интерес дополнительный отжиг примеси. В этой ситуации значение 
оптимальной длительности отжига имеет меньшие значения в случае ионного 
легирования по сравнению с диффузионным. 
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Рис. 6. Зависимости нормированной оптимальной длительности отжига  

в случае диффузионного легирования от различных параметров  
гетероструктуры. Кривая 1 описывает зависимость оптимальной длительности  
отжига от отношения a/L и ξ = γ = 0 при попарном равенстве коэффициентов  

диффузии. Кривая 2 описывает зависимость оптимальной длительности  
отжига от параметра ε при a/L=1/2 и ξ = γ = 0. Кривая 3 описывает зависимость  

оптимальной длительности отжига от параметра ξ при a/L=1/2 и ε = γ = 0.  
Кривая 4 описывает зависимость оптимальной длительности отжига  

от параметра γ при a/L=1/2 и ε = ξ = 0 
 
Также представляет интерес изменение пространственных распределе-

ний примесей в легированных частях гетероструктуры под влиянием механи-
ческих напряжений. В случае выполнения неравенства ε0 < 0 распределение 
примеси сжимается. В противном случае (при выполнении неравенства ε0 > 0) 
выполняется противоположный эффект: уширение распределения концентра-
ции примеси. С удалением от границы раздела между слоями влияние механи-
ческих напряжений уменьшается. Описанное сжатие распределения примеси 
возможно частично компенсировать с помощью лазерного отжига [37]. Меха-
нические изменения в гетероструктурах изменяют величину оптимального зна-
чения длительности отжига, сохраняя качественный вид зависимостей, пред-
ставленных на рис. 6 и 7. В то же время пористость материалов гетерострук-
туры приводит к уменьшению механических напряжений. Для иллюстрации 
этого уменьшения на рис. 8 показаны распределения концентраций вакансий 
в пористых и непористых материалах. На рис. 9 приведена зависимость пер-
пендикулярной к границе между материалами гетероструктуры компоненты 
вектора смещений uz в пористых и непористых материалах. 
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Рис. 7. Зависимости нормированной оптимальной длительности отжига  

в случае ионного легирования от различных параметров гетероструктуры.  
Кривая 1 описывает зависимость оптимальной длительности отжига  
от отношения a/L и ξ = γ = 0 при попарном равенстве коэффициентов  

диффузии. Кривая 2 описывает зависимость оптимальной длительности отжига  
от параметра ε при a/L=1/2 и ξ = γ = 0. Кривая 3 описывает зависимость  

оптимальной длительности отжига от параметра ξ при a/L=1/2 и ε = γ = 0.  
Кривая 4 описывает зависимость оптимальной длительности отжига  

от параметра γ при a/L=1/2 и ε = ξ = 0 
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Рис. 8. Пространственные распределения компоненты uz от координаты z  
в непористом и пористом эпитаксиальных слоях (соответственно кривые 1 и 2) 
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Рис. 9. Пространственные распределения концентрации вакансий от координаты z  

в непористом и пористом эпитаксиальных слоях (соответственно кривые 1 и 2) 

Заключение 
В настоящей статье предложена методика увеличения степени интегра-

ции полевых гетеротранзисторов в смесителе с понижением частоты. Сфор-
мулирована рекомендация для выбора оптимальной длительности отжига 
примеси и уменьшения механических напряжений гетероструктуры. Предло-
жен аналитический метод анализа массо- и теплопереноса, позволяющий 
учитывать изменения параметров и в пространстве, и во времени одновре-
менно, а также нелинейность данных процессов. 
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В. Н. Макаров 

РАСЧЕТ ПОСТОЯННЫХ МАДЕЛУНГА ДЛЯ ОЦЕНКИ 
ЭНЕРГИИ ИОННОЙ СВЯЗИ В КРИСТАЛЛАХ ОКСИДОВ  

С КУБИЧЕСКОЙ, ТЕТРАГОНАЛЬНОЙ  
И РОМБИЧЕСКОЙ СИНГОНИЯМИ 

1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Постоянная Маделунга играет важную роль в пони-

мании свойств и поведения кристаллических твердых тел, поскольку связыва-
ет электростатический потенциал в ионных кристаллических решетках с их 
параметрами. Сейчас в данной области продолжаются исследования по увели-
чению скорости расчета, разработке новых алгоритмов расчета с более быст-
рой сходимостью рядов и расчету постоянных Маделунга для сложных кри-
сталлических структур. В последнее время при расчете постоянных Маделунга 
большое внимание уделяется методу Харрисона и методам, развитым на его 
основе, например метод Харрисона – Сычева. Целью настоящей работы явля-
ется применение метода Харрисона – Сычева к расчету постоянной Маделун-
га, необходимой для оценки ионной энергии связи в оксидах и природных 
алюмосиликатах, содержащихся в глинах. Глина выбрана в качестве объекта 
исследования, так как она является основой для многих функциональных ма-
териалов. Особый интерес представляет описание фазовых превращений в ок-
сидах с помощью анализа изменения энергий связи в элементарных решетках. 

Материалы и методы. Глина представляет собой дисперсную систему, со-
стоящую из химических соединений с аморфной и кристаллической структу-
рой. Рассматриваются кристаллы оксидов, входящие в химический состав 
монтмориллонитовых глин. Оценка ионной энергии связи в оксидах с кубиче-
ской, тетрагональной и ромбической сингониями по формуле Борна – Ланде 
предполагает расчет постоянных Маделунга, для этого используется метод 
Харрисона – Сычева. 

Результаты. Представлено применение усовершенствованного метода 
Харрисона (Харрисона – Сычева) для кристаллов оксидов с кубической син-
гонией, содержащихся в монтмориллонитовой глине. Описан способ примене-
ния метода Харрисона – Сычева для кристаллов оксидов с тетрагональной и 
ромбической сингонией. Проведен расчет постоянных Маделунга для тетраго-
нальной ячейки оксида титана и хлорида кальция со структурой рутила. Про-
ведено сравнение экспериментальных и расчетных данных; показано, что ре-
зультаты расчета согласуются с экспериментальными результатами при низ-
ком значении относительной ошибки. Показано, что метод Харрисона – Сыче-
ва пригоден для расчета постоянных Маделунга для кристаллов с тетраго-
нальной сингонией. 

Выводы. Результаты расчета согласуются с экспериментальными данными 
при низком значении относительной ошибки. На основании этого можно сде-
лать вывод о том, что усовершенствованный метод Харрисона – Сычева при-
годен для расчета постоянных Маделунга для кристаллов с тетрагональной 
сингонией. 

                                                           
1 © Макаров В. Н., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии Creative Commons Attribution 

4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая дает разрешение на неограни-
ченное использование, копирование на любые носители при условии указания авторства, источника и ссылки 
на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые имеют место. 
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V. N. Makarov 

CALCULATION OF THE MADELUNG CONSTANT  
FOR ESTIMATING THE IONIC BOND ENERGY  

IN OXIDE CRYSTALS WITH CUBIC, TETRAGONAL,  
AND RHOMBIC CRYSTAL SYSTEMS 

 
Abstract. 
Background. The Madelung constants play an important role in the study of 

properties and behavior of crystalline solids as it relates the electrostatic potential of 
ionic crystal lattices with their parameters. Current research in this field aim to in-
crease the speed of calculation, to develop of new algorithms with better series con-
vergence, and to calculate the Madelung constants for more complex crystal struc-
tures. Recent calculations of the Madelung constants are focused on implementa-
tions of the Harrison method and methods developed on its basis, for example, on 
the Harrison-Sychev method. The purpose of this work is to apply the Harrison-
Sychev method to a calculation of the Madelung constant, which is required to esti-
mate the ionic bond energy in oxides and natural aluminosilicates contained in 
clays. Clay was chosen as the research object as it is used as a basis for many func-
tional materials. Analysis of changes of binding energy within elementary latices 
caused by phase transitions in oxides is of a special interest. 

Materials and methods. Clay is a dispersed system consisting of chemical com-
pounds with an amorphous and crystalline structure. This research discusses the 
crystals of oxides that are part of the chemical composition of montmorillonite 
clays. Evaluation of the ionic bond energy in oxides with cubic, tetragonal, and 
rhombic crystal systems using the Born-Lande formula involves calculation of the 
Madelung constants. The Harrison-Sychev method was used in this research. 

Results. The work presents an application of the improved Harrison (Harrison-
Sychev) method for oxide crystals with a cubic crystal system, which are found in 
montmorillonite clay. The implementation of the Harrison-Sychev method for oxide 
crystals with tetragonal and rhombic crystal system is described in details. The 
Madelung constants are calculated for the tetragonal cell of titanium oxide and cal-
cium chloride with a rutile structure. Theoretical and experimental data were com-
pared and they were found to agree for a low value of the relative error. It is shown 
that the Harrison-Sychev method is suitable for calculation of the Madelung con-
stants for crystals with a tetragonal crystal system. 

Conclusions. The calculation results agree with the experimental data with a low 
value of the relative error. This allows one to claim that the improved Harrison-
Sychev method is suitable for calculation of the Madelung constants for crystals 
with a tetragonal syngony. 

Keywords: the Madelung constant, the Harrison-Sychev method, ionic bond en-
ergy, crystallography, crystal system. 

Введение 
Постоянная Маделунга АМ играет важную роль в понимании свойств и 

поведения кристаллических твердых тел, поскольку связывает электростати-
ческий потенциал в ионных кристаллических решетках с их параметрами. 
Величина АМ является ключевым параметром, определяющим энергию и ста-
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бильность кристаллической структуры. Оригинальная работа Маделунга бы-
ла опубликована в 1918 г. [1], а константы Маделунга для простых кристал-
лов с кубическими сингониями были рассчитаны более 50 лет назад. Однако  
в данной области продолжаются исследования, которые можно условно разде-
лить на два направления. Первое – это увеличение скорости расчета АМ, разра-
ботка алгоритмов расчета с более быстрой сходимостью рядов. Второе – расчет 
постоянных Маделунга для сложных кристаллических структур. Обзор второго 
направления исследований подробно был рассмотрен автором в [2].  

Существует множество методов расчета постоянных Маделунга, 
наиболее используемый из которых – метод Эвальда и методы, которые его 
развивают. Однако все они имеют ряд недостатков, основными из которых 
являются математическая сложность (требуются вычисления тройных сумм 
от весьма сложных выражений) и недостаточно высокая сходимость рядов. 
Дополнительная трудность в методе Эвальда связана с выбором оптимально-
го «обрезающего фактора», который выделяет для расчета некую область  
в кристалле [3]. В работе [4] сообщалось, что метод не подходит для геомет-
рии нанолиста (2D + h) и простых наноструктур. 

В последнее время при расчете постоянных Маделунга большое внима-
ние уделяется методу Харрисона [5] (и методам, развитым на его основе). Ча-
сто его называют «метод расширяющихся кубов» – «the method of expanding 
cubes» (EC). Математическая сущность данного метода наиболее полно рас-
крыта в работе [6].  

Автор рассматривает способ усовершенствования метода Харрисона 
путем введения матричной математической модели описания кристаллов. Эта 
модель предлагает способ описания кристаллической структуры с учетом 
симметрии куба, что позволяет сократить объем исходных данных, характери-
зующих трехмерную структуру вещества, а также улучшение сходимости ря-
дов. Усовершенствованный метод Харрисона путем введения матричной мате-
матической модели описания кристаллов впервые предложил М. С. Сычев [7], 
поэтому автор настоящей работы предлагает называть этот метод – методом 
Харрисона – Сычева. Подробная понятийная база данного метода представле-
на в работах [7, 8]. К сожалению, у метода есть существенный недостаток – 
он применим лишь для кубической сингонии.  

Целью настоящей работы является применение метода Харрисона – 
Сычева к расчету постоянной Маделунга, необходимой для оценки ионной 
энергии связи в оксидах и природных алюмосиликатах. Особый интерес 
представляет описание фазовых превращений в оксидах с помощью анализа 
изменения энергий связи элементарных решеток. Данное направление иссле-
дований можно назвать «энергетическим подходом». 

1. Оксиды с кубической сингонией 
Рассмотрим кубические сингонии (как первый этап превращения) ок-

сидов, содержащихся в монтмориллонитовой глине Оренбургской области, 
химический состав которой представлен в табл. 1. 

Глина представляет собой дисперсную систему, состоящую из химиче-
ских соединений с аморфной и кристаллической структурой. В настоящей 
статье рассматриваются кристаллы оксидов, входящие в химический состав 
глин. Данный объект исследования выбран по причине того, что глина явля-
ется основой для многих функциональных материалов [9], поэтому очень 
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важно знать о структурных и энергетических изменениях, происходящих в 
материале.  

 
Таблица 1 

Химический состав монтмориллонитовой глины [9] 

SiO2 Fe2O3 TiO2 Al2O3 CaO MgO Na2O K2O потери  
при прокаливании ∑, % 

55,90 9,51 0,86 18,63 0,72 2,05 1,90 3,24 7,08 99,89 
 
Для расчета энергии связи в кубических элементарных ячейках исполь-

зуем формулу Борна – Ланде [10]:  

 
2 11M aA N k Z Z eU

r nсв

+ −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  = − ⋅ − 
 

,  (1) 

где AM – постоянная Маделунга; 236,022 10aN = ⋅  [моль–1] – число Авагадро; 
9

0

1 9 10
4

k = ≈ ⋅
πε

 [Н∙м2/Кл2] – кулоновская постоянная в системе СИ; Z+ и Z– 

[10–19 Кл] – приведенные заряды положительного и отрицательного иона; 
191,6 10e −= ⋅  [Кл] – элементарный заряд; rсв [нм] – длина энергии связи; n – 

показатель Борна.  
Формула (1) используется для расчета энергии связи в ионных кристал-

лах двухкомпонентных систем. В рассматриваемых оксидах (табл. 1) присут-
ствуют ионная, ковалентная и незначительная доля металлической связи. До-
ля каждой связи была описана в работе [11], поэтому, зная ее величину, мож-
но оценить величину всей энергии решетки (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Доля химических связей в оксидах [11] 
Вид связи, % Si-O Fe-O Ti-O Al-O Ca-O Mg-O Na-O K-O 

Ковалентная 51,70 46,33 40,15 46,75 34,68 38,63 32,61 31,72 
Металлическая 22,40 23,12 24,08 23,05 25,16 24,35 25,67 25,91 
Ионная 25,90 30,54 35,76 30,20 40,16 37,02 41,72 42,37 

 
Для расчета постоянной Маделунга автор использовал 10 000 базовых 

кристаллических структур [8]. Базовая кристаллическая структура (БКС) – 
куб с правильно расположенными и периодически повторяющимися узлами, 
состоящая из 8 элементарных примитивных ячеек, содержащих 27 узлов  
(рис. 1). В такой первичной БКС узлы располагаются в вершинах, центрах гра-
ней и центрах ребер. Каждая последующая базовая кристаллическая структура 
увеличивается в размерах по трем направлениям на половину длины или длину 
ребра. Более подробное обсуждение БКС приведено в [8]. 

Значения показателя Борна в справочной литературе приводятся для 
химических соединений с ионной связью, поэтому значения показателя Борна 
для оксидов кремния, алюминия и железа отсутствуют [12]. Учитывая подо-
бие электронного строения химических структур (рис. 2) [13], автор условно 
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принимает, что химические элементы в третьей и четвертой группах четвер-
того периода формируют ионы с показателем Борна n = 8, а для химических 
элементов восьмой группы четвертого периода n = 9,5. Распределение значе-
ний показателя Борна приведено на рис. 2 и в табл. 3. Каждое значение пока-
зателя выделено определенным цветом. 

 

 
Рис. 1. Первичная базовая кристаллическая структура, содержащая 27 узлов 

 

 
Рис. 2. Распределение значений показателя Борна в таблице Менделеева 
 

Таблица 3 
Распределение значений показателя Борна  
в таблице Менделеева (пояснение к рис. 2) 

Ионы Показать Борна, n Цвет 
O2-, F-, Ne+, Na+, Mg2+ 7 [12] ________________  
Al3+, Si+4 8 ________________ 
S2-, Cl-, Ar+, K+, Ca2+, Cu2+ 9 [12] ________________ 
Ti4+, Fe2+, Fe3+ 9,5 ________________ 
Br-, Kr+, Rb+, Ag+, Ba2+ 10 [12] ________________ 

 
Положительно заряженные ионы, входящие в химический состав монт-

мориллонитсодержащей глины, образуют четыре группы, в каждую из кото-
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рых входят два иона с одинаковыми показателями Борна. В первом прибли-
жении химический состав природных алюмосиликатов связан с получившей-
ся электронной конфигурацией. Однако при более детальном анализе других 
химических соединений, которые, например, приведены в работе [14], данное 
распределение нарушается. Основные данные, необходимые для расчета 
энергии связи, сведены в табл. 4. 

 
Таблица 4 

Основные характеристики элементарных ячеек оксидов 

Оксид n Z+, Z– 10–19 Кл 
Параметр 
ячейки, 

a, нм 

Длина  
связи,  
rсв, нм 

Структурный 
тип AM 

SiO2 [19] 7,50 4+, 2- 0,712 0,160 3Fd m (SiO2) 2,85094 
Al2O3 [17] 7,50 3+, 2- 0,795 0,199 3Fd m (BeF2) 4,62798 
FeO [15] 8,25 2+, 2- 0,436 0,218 3Fm m (NaCl) 1,74761 

γ-Fe2O3 [18] 8,25 3+, 2- 0,835 0,182 3Fd m (BeF2) 3,27247 
TiO2 [20] 8,25 4+, 2- 0,475 0,206 3Fm m  (CaF2) 2,67480 
K2O [16] 8,00 1+, 2- 0,644 0,279 3Fm m  (CaF2) 2,67475 
CaO [21] 8,00 2+, 2- 0,481 0,241 3Fm m  (NaCl) 1,74761 
Na2O [22] 7,00 1+, 2- 0,555 0,240 3Fm m  (CaF2) 2,67475 
MgO [23] 7,00 2+, 2- 0,421 0,211 3Fm m  (NaCl) 1,74761 

 
Результаты расчета энергии связи по формуле (1) и экспериментальные 

результаты приведены в табл. 5. 
 

Таблица 5 
Энергии связей рассматриваемых оксидов 

Оксид 
Результат  
расчета U, 
кДж/моль 

Результат  
эксперимента U0, 

кДж/моль 

Расхождение расчетных данных  
с экспериментальными ± ε, % 

SiO2 – 17 160 – – 
Al2O3 – 16 815 – 15 916 [24] 6 
FeO – 3 917 – 3 865 [25, 26] 1 

Fe2O3 – 13 136 – 14 774 [26] 11 
TiO2 – 12 680 – 12 054 [26] 5 
K2O – 2 333 – 2 232 [25] 5 
CaO – 3 533 – 3 401 [25] 4 
Na2O – 2 650 – 2 478 [25] 7 
MgO – 3 954 – 3 791 [25] 4 

 
Видно, что минимальное расхождение расчетных данных с экспери-

ментальными наблюдается у оксидов FeO, MgO, TiO2, CaO и K2O (от 1  
до 5 %), а максимальное – у Fe2O3. Вероятно, максимальное расхождение для 
Fe2O3 (11 %) объясняется тем, что в этой решетке существует два типа связи – 
ионная и ковалентная, при этом доля ковалентной связи составляет около  
56 % [27]. Для других рассматриваемых оксидов доля ионной связи больше 
ковалентной, что объясняет минимальное расхождение расчетных данных  
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с экспериментальными. Следовательно, подход выбора значений показателя 
Борна вполне удовлетворителен. 

Небольшие расхождения расчетных данных с экспериментальными 
подтверждают применимость метода Харрисона – Сычева для кубических 
сингоний. Для соединений с низкосимметричными кристаллическими струк-
турами данный метод требует усовершенствования. 

2. Оксиды с тетрагональной и ромбической сингониями 
Рассмотрим усовершенствованный автором настоящий работы метод 

Харрисона – Сычева, позволяющий использовать его для расчета энергии 
кристаллических решеток с сингониями средней и низшей симметрией: тет-
рагональными и ромбическими. Пусть a, b и c – параметры кристаллической 
решетки, при этом a ≠ b ≠ c для ромбической и a ≠ b = c – для тетрагональной 
сингонии. Тогда для расчета энергии ионного взаимодействия нужно приве-
сти исходную кристаллическую решетку к кубической:  

 
1

2

3

,
,
,

a n
b n
c n

τ = ⋅
τ = ⋅
τ = ⋅

  (2) 

где τ – сторона большого куба, используемого в методе Харрисона – Сычева; 
n1, n2, n3 – количество кристаллических решеток, составляющих куб, при этом 
(рис. 3) in N∈ . 
 

 
Рис. 3. Куб, сложенный из элементарных ячеек с ромбической сингонией.  

В качестве примера взяты параметры ячейки a = 10 пм; b = 5 пм; c = 15 пм;  
при этом n1 = 3, n2 = 6, n3 = 2; τ = 30 Å 

 
Сторона большого куба представляет собой наименьшее общее кратное 

(НОК) для количества кристаллических структур, составляющих куб: 
( )НОК ,a b = τ  – для тетрагональной сингонии; ( )НОК , ,a b c = τ  – для ромби-

ческой сингонии.  
Тогда количество элементарных ячеек вдоль направления a, b и c равно: 

 1 2 3; ;n n n
a b с
τ τ τ= = = .  (3) 
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В расчетах предлагается использовать параметры элементарной ячейки 
порядка 10–12 м и округлять полученные значения до целого. Подобный под-
ход увеличивает точность и удобство расчетов.  

Дальнейшие рассуждения применимы только к тетрагональной синго-
нии. На следующем этапе нужно увеличить число строк и столбцов матрицы 
для описания большого куба и формирования структурных матриц, матриц 
электрического заряда и универсальных количественных матриц. Более по-
дробное обсуждение терминологии метода Харрисона – Сычева представлено 
в [5, 7, 8]. Для этого найдем число строк и столбцов матрицы:  

( )1 1 1 1 3 3( 1) ( 1) ,a n n c n n⋅ − − × ⋅ − −   

 ( ) ( )( ) ( )1 1 3 1 2 21 1n a n c a c− × − = × ,  (4) 

где а1 и с1 – число строк и столбцов для исходных матриц; а2 и с2 – число 
строк и столбцов для матриц, описывающих большой куб. 

Для формирования квадратных матриц должно выполняться условие:  

( ) ( )1 1 3 11 1n a n c− = −  или 1
3 1

1

1
1

an n
c
−=
−

.  

Если данное условие не выполняется, используется соотношение  
 ( )3 3 2 2max ,c a a c= = ,  (5) 

где а3 и с3 – число строк и столбцов соответственно для матриц, описывающих 
большой куб, при невыполнении условия формирования квадратных матриц.  

Далее формируем структурные матрицы, матрицы электрического за-
ряда и универсальную количественную матрицу [7, 8] размерностью а2 и с2 
(или а3 и с3 при невыполнении условия формирования квадратных матриц). 
Величина постоянной Маделунга рассчитывается для большого куба, поэто-
му найдем переход к постоянной Маделунга для элементарной ячейки с тет-
рагональной сингонией:  

 (куб.)
(тетр.) 2

1 3

М
М

A
A

n n
=

⋅
.  (6) 

Такой подход позволит детально проанализировать кулоновскую энер-
гию оксидов и описать процесс их полиморфного превращения в рамках 
энергетического подхода. Описанный метод предполагает некоторую вели-
чину систематической ошибки, когда не выполняется условие формирования 
квадратных матриц, но величина ошибки незначительна. В качестве примера 
вычислим постоянную Маделунга для элементарной ячейки оксида титана со 
структурой рутила (рис. 4), в которой доля ионной связи больше ковалентной 
[28]. Параметры элементарной ячейки: 459a b= =  пм и 296с =  пм [28]. Кри-
сталлическая структура оксида титана задается с помощью семи структурных 
матриц местоположения частиц и семи матриц электрических зарядов. Их 
поэлементное умножение дает следующий результат: 

1 1 2 2

4 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ; 0 2 0 0 0 0 0 ;
4 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

M C M C
   
   = = −   
   
   

   
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3 3 4 4

0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ; 0 0 0 4 0 0 0 ;
0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

M C M C
−   

   = =   
   −   

   

5 5 6 6

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ; 0 0 0 0 0 2 0 ;
0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

M C M C
−   

   = = −   
   −   

   

1 1 7 7M C M C=  . 

 

 
Рис. 4. Элементарная ячейка оксида титана со структурой рутила  

 
Следовательно, a1 = 7 и c1 =3. 
Тогда сторона большого куба равна:  

 ( ) ( )НОК , НОК 459,296 135864a c = = .  (7) 

Количество элементарных ячеек вдоль направлений a, b и c: 

 1 2 1 3296; ; 459.n n n n
a с
τ τ= = = = =   (8) 

Размерность матрицы для большого куба составляет:  

 ( ) ( )2 2 919 1777a c× = × .  (9) 

В рассматриваемом примере условие формирования квадратных мат-
риц не выполняется, так как 3 13n n= . Тогда размерность квадратной матрицы 
для описания большого куба равна:  

( )3 3 max 919,1777 1777c a= = = . 

Получаем квадратные матрицы размерностью ( )1777 1777× . 
После формирования матриц и применения метода Харрисона – Сычева 

вычисляем постоянную Маделунга для большого куба. Она равна 81,84 10⋅ . 
Используя формулу (6), получаем, что для тетрагональной ячейки оксида ти-
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тана со структурой рутила постоянная Маделунга равна AM = 2,28388. По фор-
муле (1), используя экспериментальные данные энергий ионной связи, 
найдем среднее значение постоянной Маделунга и сравним результаты рас-
чета с экспериментальными. Автором настоящей работы были проведены 
расчеты значений AM для хлорида кальция и оксида титана со структурой ру-
тила. Полученные результаты приведены в табл. 6. 

 
Таблица 6 

Сравнение экспериментальных и рассчитанных значений  
постоянных Маделунга для ячеек со структурой рутила 

Химическое 
соединение 

Эксперимент Расчет 
Энергия  

ионной связи, 
кДж/моль 

Значение 
АМ 

Среднее 
значение 
АМ 

АМ Относительная 
ошибка, ± ε, % 

TiO2 
13347 [29] 2,61602 2,53233 2,28388 12 12493 [29] 2,44863 

CaCl2 
2271 [25] 2,52311 2,47367 2,28388 8 2182 [25] 2,42423 

Заключение 
Таким образом, результаты расчета согласуются с экспериментальными 

при низком значении относительной ошибки. На основании этого можно сде-
лать вывод о том, что усовершенствованный метод Харрисона – Сычева при-
годен для расчета постоянных Маделунга для кристаллов с тетрагональной 
сингонией. Данный метод реализован автором настоящей работы в програм-
ме для ЭВМ «Расчет постоянной Маделунга для кубических и тетрагональ-
ных сингоний» (свидетельство о государственной регистрации программы 
для ЭВМ № 2020611518).  

При рассмотрении кристаллов с ромбической сингонией также можно 
использовать формулу (4) для формирования матриц при описании большого 
куба. Основной сложностью является расчет количества БКС, чтобы сформи-
ровать кубическую структуру. Можно использовать условие  

 ( )2 2max ,L a c= ,  (10) 

и значение AM для ромбической ячейки определить как  

 (куб.)
(ромб.)

1 2 3

М
М

A
A

n n n
=

⋅ ⋅
.  (11) 

Однако данная тема требует большего изучения и формирования спе-
циального программного обеспечения.  
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КВАНТОВОЕ ТУННЕЛИРОВАНИЕ С ДИССИПАЦИЕЙ: 
ПРИЛОЖЕНИЕ К ТУННЕЛЬНОМУ ТРАНСПОРТУ  

ДЛЯ ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ КВАНТОВЫХ ТОЧЕК  
В СИСТЕМЕ СОВМЕЩЕННОГО АСМ/СТМ В УСЛОВИЯХ  

ВНЕШНЕГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ (ОБЗОР). ЧАСТЬ II 
1 
Аннотация. 
Приведен краткий обзор работ, развивающих науку о квантовом туннели-

ровании с диссипацией, а также ее приложения к различным задачам физики 
конденсированного состояния, в частности, квантовой мезоскопики нано-
структур. Рассмотрено также обобщение метода инстантонов на случай при-
месных квазистационарных состояний в квантовых молекулах, описываемых  
в модели двухъямного осцилляторного потенциала. Продемонстрирована гиб-
кость метода инстантонов, позволяющая в сочетании с физикой низкоразмер-
ных систем получать решение задач об оптических и транспортных свойствах 
квантовых молекул с примесными квазистационарными состояниями в анали-
тической форме, а также учесть влияние внешних полей. Часть I статьи пред-
ставлена в № 1 за 2017 г. 

Ключевые слова: диссипативное туннелирование, электрическое поле, 
квантовая молекула. 

 
V. D. Krevchik, M. B. Semenov, P. V. Krevchik 

QUANTUM TUNNELING WITH DISSIPATION: 
AN APPLICATION TO TUNNEL TRANSPORT  

FOR SEMICONDUCTOR QUANTUM DOTS IN A COMBINED  
AFM / STM SYSTEM UNDER EXTERNAL ELECTRIC  

FIELD CONDITIONS (REVIEW). PART II. 
 
Abstract. 
A brief review of articles developing the quantum tunneling with dissipation 

theory, as well as its applications to various problems in condensed matter physics, 
in particular, quantum mesoscopy of nanostructures, has been presented. A general-
ization of the instanton method to the case of impurity quasistationary states in 
quantum molecules described in the model of a double-well oscillatory potential has 
been also considered. The flexibility of the instanton method is demonstrated, which 
allows, in combination with the physics of low-dimensional systems, to obtain the 
solution of problems on the optical and transport properties of quantum molecules 
with impurity quasistationary states in an analytical form, as well as to take into ac-
count the effect of external fields. Part I of the article is presented in № 1 for 2017. 

Keywords: dissipative tunneling, electric field, quantum molecule. 

                                                           
1 © Кревчик В. Д., Семенов М. Б., Кревчик П. В., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной ли-

цензии Creative Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/ 
by/4.0/), которая дает разрешение на неограниченное использование, копирование на любые носители 
при условии указания авторства, источника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также измене-
ний, если таковые имеют место. 



№ 4 (56), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 133

Введение 
В последние годы наблюдается все возрастающий интерес к оптиче-

ским свойствам туннельно-связанных полупроводниковых наноструктур  
с примесными квазистационарными состояниями (обзор дан в [1]). Этот ин-
терес имеет двоякий характер, так как, с одной стороны, туннельные струк-
туры с примесными состояниями привлекательны с точки зрения создания 
новых источников стимулированного излучения на основе внутрицентровых 
оптических переходов и дальнейшее развитие оптоэлектроники требует по-
иска эффективных методов управления временем жизни примесных состоя-
ний. С другой стороны, сочетание оптических и туннельных измерений мо-
жет служить важным инструментом для исследования новых эффектов, свя-
занных с электрон-фононным взаимодействием и межчастичными корреля-
циями в низкоразмерных системах. 

При изучении задач туннельного распада часто рассматриваются по-
тенциалы типа «кубической параболы» с состояниями как вблизи дна ямы, 
так и вблизи верхушки барьера (при этом часто одномерные задачи обобща-
ются на многомерный случай). Помимо классических задач α -распада и мо-
номолекулярных реакций диссоциации, уместно вспомнить известную задачу 
Франца – Келдыша (ионизация в полях лазерного излучения, состояния вбли-
зи границы непрерывного спектра во внешнем поле), а также развитие науки 
о квантовом туннелировании с диссипацией применительно к системам  
с контактами Джозефсона. Сюда же примыкает знаменитая задача Ландау – 
Зинера (преддиссоциация), магнитный пробой (Займан), эффект Яна – Телле-
ра, спектроскопия переходного состояния в реальном времени (Зивейл) и др. 
В моделях с двухъямными потенциалами (в том числе асимметричными) изу-
чаются реакции изомеризации, динамическая водородная связь в биологии,  
а также изомеризация в бистабильных системах (на примере фотохромных 
материалов). Особый интерес представляют пары связанных бистабильных 
систем, а также модели квантовых бифуркаций в таких системах [2–9]. Начи-
ная с 1980-х гг. активно изучаются системы и модели туннельно-связанных 
квантовых точек (КТ) и нитей (КН) [1–129]. Актуальным также оказывается 
экспериментальное изучение кластеров с небольшим числом степеней свобо-
ды методом спектроскопии высокого разрешения (например, реакции изоме-
ризации в газах с молекулами с малым числом степеней свободы). Теорети-
чески важной задачей является рассмотрение перехода от регулярных состоя-
ний к эргодическим в упомянутых модельных потенциалах [10]. Исторически 
начиная с работ Ландау, Вигнера и Зельдовича изучалось квазиклассическое 
квантование, а также комплексные собственные значения энергии, комплекс-
ное время, инстантонные траектории. В многомерных задачах, как правило, 
рассматривается система « ( )V x  + гармонический термостат» с бистабильной 
связью. Устанавливается связь свойств термостата (появление статистики)  
с броуновским движением (феноменологическое уравнение Ланжевена и Ли-
увилля – фон Неймана, флуктуационно-диссипационная теорема, модель 
Крамерса и ее обобщения), изучаются различные типы состояний – регуляр-
ные вблизи дна ямы и эргодические вблизи вершины барьера. Формулируют-
ся соответствующие постулаты в спектроскопии и квантовой динамике. Изу-
чаются модели и системы с динамическим и статистическим хаосом, в том 
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числе распадные 2D-потенциалы [2, 4–7, 10]. При всех существующих до-
стижениях в этой области на сегодняшний момент остается ряд серьезных 
проблем (квантовая проблема Ландау – Зинера, проблема возникновения рас-
падных состояний в «нераспадных» потенциалах [2, 6, 7, 10], квантовая ди-
намика открытых систем [10] и др.), которые требуют своего разрешения. 

В работе [11] сообщается о транспорте электронов через искусствен-
ную молекулу (КМ), образованную двумя туннельно-связанными КТ, кото-
рые латерально включены в двумерную электронную систему гетерострукту-
ры AlxGa1-xAs/GaAs. Когерентные молекулярные состояния в связанных точ-
ках зондируются с участием фотонного туннелирования (PAT). При частоте 
выше 10 ГГц авторы наблюдали четкую PAT как результат резонанса между 
микроволновыми фотонами и молекулярными состояниями. При частоте  
ниже 8 ГГц наблюдалась выраженная суперпозиция фононного и фотонного 
туннелирования. Когерентная суперпозиция молекулярных состояний сохра-
няется при возбуждении акустических фононов. КМ определяются сочетани-
ем двух КТ, что приводит к образованию когерентных электронных состоя-
ний в этой КМ. В качестве управляемой двухуровневой системы двойные КТ 
предлагаются для реализации единичного квантового бита в твердотельных 
системах. Одним из препятствий для такого применения является значитель-
ная дефазировка, индуцируемая исходными полупроводниковыми материа-
лами. Таким образом, исследование процессов диссипации в этих нанострук-
турах имеет большое значение. Использование такой двойной КТ в режиме 
слабой связи с контактами (Гl,r→0) минимизирует расфазировку молекуляр-
ных состояний с помощью электрон-электронного взаимодействия, и тогда 
можно изучить взаимодействие между ограниченными молекулярными со-
стояниями и дискретными фононными модами в пределах КТ. Как показано 
на рис. 1, пять пар контактов Шоттки изготовлены посредством электронно-
лучевой литографии при испарении золота на поверхности гетероструктуры 
AlxGa1-xАs/GaAs. При приложении соответствующих отрицательных напря-
жений к этим контактам формируются двойные КТ, образующиеся в двумер-
ной электронной системе (2DES), расположенной ниже поверхности на  
90 нм. Левый и правый туннельные барьеры определяют туннельную связь 
двух КТ с контактами стока и источника соответственно. Кондактанс связи 
(GC) между КТ контролируется напряжением на центральном затворе (Vt) 
(рис. 1). При 4,2 K концентрация носителей в 2DES составляет 1,7 × 1015 м–2, 
подвижность электронов равна 80 м2/Vs, что дает среднюю длину свободного 
пробега около 5 мкм, что почти на порядок больше, чем эффективные диа-
метры КТ (~0,6 мкм). 2DES охлаждают до температуры термостата 140 мК  
с помощью холодильника 3He/ 4He. Для связи микроволнового излучения  
с КТ авторы использовали герцевские проволочные антенны, примерно на 
1 см превышающие размер КТ, подключенные к микроволновому генератору 
HP83711A. 

В работе [12] изучается сопровождаемое фононами туннелирование 
электронов в полупроводниковых КМ, состоящих из КТ. В частности, рас-
считана синглет-синглетная релаксация в двухэлектронной легированной 
структуре. Влияние кулоновского взаимодействия обсуждается путем срав-
нения с одноэлектронной системой. Найдено, что скорость релаксации дости-
гает близких значений в двух случаях, но кулоновское взаимодействие при-
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водит к сдвигу максимума в сторону больших расстояний между КТ. Иссле-
дуется разница между электрон-фононным взаимодействием деформацион-
ного потенциала и пьезоэлектрической связью. Показано, что фонон-
индуцированное туннелирование между двухэлектронными синглетными  
состояниями является быстрым процессом, происходящим на временных 
масштабах порядка нескольких десятков пикосекунд. Связанные КТ, часто 
называемые КМ, в последнее время привлекают большое внимание в связи с 
их потенциальным применением в различных реализациях систем квантовых 
вычислений. Полупроводниковые КМ встроены в твердофазное состояние 
среды, что приводит к взаимодействию электрона с фононным резервуаром.  

 

 
Рис. 1. График двойной КТ под сканирующим электронным микроскопом.  

Пунктирные линии схематично показывают край 2DEG. Формируются  
две туннельно-связанные КТ [11] 

 
Наличие фононной связи между энергетическими собственными уров-

нями в КМ приводит к новым эффектам в физике этих структур по сравне-
нию с отдельными КТ. В частности, если низшие состояния соответствуют 
локализации электронов в двух различных КТ, то релаксация между этими 
состояниями имеет характер фононного туннелирования, состоящего в пере-
даче электрона от одной КТ к другой. Такие процессы реализуются в случае 
взаимодействия между связыванием носителей с фононами и туннельной свя-
зью между КТ, что является желательным элементом многих идей по приме-
нению КМ для квантовых вычислений. Фононное туннелирование было тща-
тельно изучено в случае КМ, легированных одним электроном. Для конкрет-
ной системы с КМ из GaAs рассчитывались скорости фононной релаксации. 
Показано, что в областях параметров, где релаксация является эффективной, 
она включает в себя перенос заряда между КТ. Таким образом, она представ-
ляет собой процесс фононного туннелирования. Изучалось также то, как ку-
лоновское взаимодействие в двухэлектронной системе влияет на релаксацию 
электронов по сравнению со случаем КМ с примесью одного электрона. По-
казано, что наличие одного электрона сильно влияет на туннелирование дру-
гого. В результате скорости фононного туннелирования электронов для двух 
легированных случаев (с одним или двумя электронами) значительно отли-
чаются, что особенно очевидно в их зависимости от расстояния между КТ, 
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образующими КМ. Рассматривались электроны, взаимодействующие с аку-
стическими фононными модами через деформационный потенциал и пьезо-
электрическое связывание, и было выявлено их существенное влияние на 
туннелирование в КМ. Показано, что пьезоэлектрический механизм в резуль-
тате значительного изменения распределения зарядов имеет большое значе-
ние в рассматриваемой системе и для некоторых диапазонов параметров КМ 
это даже доминирующий вклад в релаксацию. Найдено, что фононное тунне-
лирование оказывается сильным в связанных КТ, и его нужно учитывать при 
разработке схем квантовых вычислений для систем с КМ. 

В работе [13] изучается сопровождаемое фононами электронное тунне-
лирование через двойную КТ, связанную с параллельными ферромагнитными 
электродами. Были получены вольт-амперные характеристики системы с по-
мощью техники неравновесной функции распределения, основанной на урав-
нении движения. Установлено, что дополнительные фонон-индуцированные 
резонансные пики появляются в спектральной функции по обе стороны от 
основных резонансов, соответствующих квантовым уровням энергии КТ. По-
казано, что резонансы молекулярного типа воспроизводятся в фононных бо-
ковых зонах дифференциальной проводимости. Также прогнозируется значи-
тельное повышение фонон-индуцированного туннельного магнетосопротив-
ления, а также колебания туннельного магнитосопротивления. 

В работе [14] сообщается о фотон-фононном туннельном переходе  
в линейном массиве КТ, которые могут быть интерпретированы при рассмот-
рении полной трехмерной заряженной диаграммы устойчивости. Такие тун-
нельные переходы потенциально способствуют утечке для кубитов, опреде-
ленных в этой системе. Детальное понимание этих переходов очень важно, 
поскольку они становятся более сложными для анализа и масштабируются 
как массивы КТ. В частности, заряженные сенсоры, используемые для считы-
вания как зарядовых, так и спиновых кубитов, как было показано, являются 
источником фононов. Чтобы уменьшить такие эффекты, полезно знать, какие 
фотон- или фонон-туннельные переходы доступны для системы. Сканирую-
щая электронная микрограмма устройства, подобного использованному  
в эксперименте, показана на рис. 2. Электроды напряжения смещения (Ti-Au) 
сформированы на поверхности гетероструктуры GaAs/AlGaAs электростати-
чески и определяют тройную КТ (пунктирные окружности) путем выбороч-
ного разрушения двумерного электронного газа (2DEG), расположенного на 
85 нм ниже поверхности. Другая соседняя КТ (изображенная сплошной 
окружностью), образованная аналогичным образом, функционирует как ем-
костно-связанный зарядовый сенсор тройной КТ. В случае расположения на 
склоне кулоновского пика проводимость через сенсорную КТ очень чувстви-
тельна к количеству зарядов на тройной КТ. Один из контактов сенсорной 
КТ, подключенный к LC-контуру, позволяет повторно провести радиочастот-
ные рефлектометрические измерения проводимости. Высокочастотные линии 
подключены диагонально с помощью выходов LP и RP (рис. 2). Микроволно-
вое возбуждение прикладывается только к выходу LP. Устройство охлаждают 
внутри до базовой температуры 55 мК. Все измерения проводились при нуле-
вом магнитном поле. 

В работе [15] теоретически изучается релаксация фононов и туннели-
рование в системе, состоящей из КТ, которая соединена с квантовой ямой 
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(КЯ). В рамках метода волнового вектора (k-p method) в сочетании с методом 
исключения Lowdin (the Lowdinelimination) вычисляются электронные состо-
яния. 

 

 
Рис. 2. СЭМ-изображение образца, похожего на используемый для измерений.  

Пунктирные круги указывают на линейную тройную КТ, сплошной круг  
обозначает КТ, выполняющую роль зарядового датчика, квадраты указывают  

резервуары Ферми в 2DEG (для двумерного электронного газа), которые связывались  
через омические контакты. Ток через КТ-датчик (белая стрелка), а также  

его радиочастотные отражения контролируются и используются для определения  
зарядовой заселенности тройной КТ [14] 

 
Рассчитываются скорости акустической релаксации фононов между со-

стояниями в КЯ и в КТ и изучается полученная кинетика электронов. Авторы 
показали, что эффективность перехода существенно зависит от геометрии си-
стемы. Также показывается, что при некоторых условиях эффективность пе-
рехода может уменьшаться с температурой. КТ были предложены для реали-
зации различных оптических приборов. В частности, лазеры на КТ обнару-
живают целый ряд преимуществ: низкий пороговый ток, широкую спек-
тральную перестройку частоты или высокую температуру потери чувстви-
тельности. Тем не менее проблема, связанная с концепцией КТ-лазера, состо-
ит в низкой плотности носителей тока внутри КТ, что приводит к низкой эф-
фективности. Для того чтобы обойти эту проблему, были разработаны струк-
туры туннельной инжекции. Из-за высокой плотности состояний КЯ являют-
ся хорошими резервуарами носителей для КТ. В правильно спроектирован-
ной системе связанных КЯ–КТ носители могут быть инжектированы с высо-
кой скоростью, что значительно увеличивает оптическую эффективность. 
Спектры носителей тока, а также туннельная связь широко исследованы в си-
стемах двойных КТ. Однако энергетическая структура в системе КЯ–КТ  
существенно отличается от этого случая из-за наличия квази-континуума со-
стояний в КЯ. Взаимодействие носителей с фононами приводит к релаксации 
между состояниями, что может приводить к туннельному переносу, сопро-
вождаемому фононами, между двумя структурами, т.е. захвату носителей  
в КТ. Существенная роль фононов в процессе инжекции носителей в системе 
КЯ–КТ подтверждается экспериментами, которые показывают, что величина 
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скорости релаксации значительно увеличивается, когда разность энергий 
между состояниями КТ и КЯ становится сравнима с энергией продольных 
оптических (LO) фононов. Захват носителей между структурами различной 
размерности изучали теоретически для различных систем и различными ме-
тодами (золотое правило Ферми, кинетика Больцмана, формализм функции 
Грина и метод полной квантовой кинетики) с участием продольных  
LO-фононов (в том числе двухфононных эффектов), включая метод кулонов-
ской динамики. Процесс захвата, связанный с туннелированием между КЯ и 
КТ, был проанализирован в рамках модели, включающей влияние продоль-
ных LO-фононов и Оже-эффектов и основанной на относительно простой 
модели волновых функций. 

В работе [16] теоретически рассмотрен магнитотранспорт через КТ, 
туннельно-связанные с объемным контактом. Было показано [16], что в слу-
чае туннельного магнитотранспорта 3D→0D поведение амплитуд токовых 
резонансов связано с величиной орбитального момента каждого уровня в КТ, 
через который осуществляется туннелирование. Как следствие, туннелирова-
ние при наличии магнитного поля через состояния отдельных КТ может 
сильно подавляться. Это позволяет извлекать из экспериментальных кривых 
ценную информацию о природе волновых функций КТ, вовлеченных в элек-
тронный транспорт. При туннелировании из 2D-аккумулирующего слоя в КТ 
наличие магнитного поля значительно увеличивает величину отдельных ре-
зонансов. 

В работе авторов из мезоскопической физической лаборатории Пекин-
ского университета [17] исследовалось резонансное туннелирование через 
связанные двойные КЯ при наличии электрон-фононного взаимодействия ме-
тодом неравновесных функций Грина. Получена аналитическая формула для 
туннельного тока при постоянном приложенном напряжении. Исследовано 
влияние «излучаемых» и «поглощаемых» фононов на процесс туннелирова-
ния. Показано, что в ряде случаев, когда туннелирование сопровождается 
«излучением» фононов, оно подавляется из-за принципа запрета Паули; тун-
нелирование, сопровождающееся «поглощением» фононов, наоборот, преоб-
ладает. На рис. 3 приведена теоретически рассчитанная вольт-амперная тун-
нельная характеристика, на которой выделена «упругая» (точечная кривая) и 
«неупругая» (пунктирно-точечная кривая) часть. 

Для изучения мезоскопических систем в современной физике конден-
сированного состояния часто используются наномеханические резонаторы  
с диапазоном частот от нескольких МГц до единиц ГГц. В работе [18] анали-
зируется роль диссипации при туннелировании двухуровневых систем для 
золотых наномеханических резонаторов (экспериментальная схема представ-
лена на рис. 4). Показано, что при температурах от 30 до 500 мК диссипация 
возрастает с ростом температуры по закону T1/2, тогда как при более высоких 
температурах наступает режим «насыщения». 

В работе [19] о резонансном туннелировании в диссипативной среде 
авторы приводят экспериментальные данные по туннелированию через еди-
ничный квантовый уровень в КТ, сформированной из углеродной нанотруб-
ки, связанной с резистивными металлическими контактами (схема экспери-
мента представлена на рис. 5). Эти контакты служат диссипативной средой, 
подавляющей процесс туннелирования. В режиме последовательного тунне-
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лирования высота пиков одноэлектронного кондактанса возрастает с пониже-
нием температуры, хотя и в масштабе более слабом, чем обычная зависи-
мость ~T–1. Показано, что в режиме резонансного туннелирования (при тем-
пературах более низких, чем ширина уровня) ширина пика достигает насы-
щения, тогда как высота пика начинает уменьшаться. Оказалось, что высота 
пиков демонстрирует немонотонную температурную зависимость. Авторы 
связывают такое необычное поведение с наличием перехода между последо-
вательным и резонансным режимами туннелирования через единичный кван-
товый уровень в диссипативной среде.  

 

 
Рис. 3. Теоретически рассчитанная вольт-амперная  

туннельная характеристика [17] 
 

 
Рис. 4. Экспериментальная схема в работе [18] 
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Рис. 5. Верхняя часть схемы: барьеры Шотки (светло-серые треугольники)  

становятся шире и менее прозрачными, как только приложено напряжение Vgate: 
зависимость дифференциального кондактанса КТ нанотрубки от приложенного  

отрицательного напряжения Vgate (при большой прозрачности контакта);  
ясно видны две 4-электронные «оболочки». Отметки “X” и “Y” обозначают  

широкие «долины», в которых измерялись данные второго рисунка (T = 5 K. b,c).  
На этом рисунке представлена та же самая КТ в режиме малой прозрачности  

контакта, при той же базовой температуре [19] 
 
В книге авторов из Кембриджского университета «Транспорт в нано-

структурах» [20] демонстрируется важность влияния эмиссии фононов в ре-
зонансных туннельных диодах, в которых носители заряда в КЯ оказываются 
далеко от равновесного состояния. Обычно можно было бы ожидать, что но-
сители заряда могут проходить баллистически через двойные барьеры (или 
КЯ) без потери энергии. Однако во многих случаях оказывается возможным 
процесс испускания фононов. Это может происходить, когда напряжение 
превышает значение, необходимое для появления нормального пика тока, так 
что частицы, входящие в КЯ, лежат выше достижимого уровня на выходе 
(одна из которых туннелирует через второй барьер, покидая его в зоне прово-
димости на выходе из структуры). Этот эффект значительно усиливается, ко-
гда более низкое состояние энергии оказывается действительно связанным 
состоянием в КЯ, что приводит к распределению потенциала, в котором 
наиболее сильное падение потенциала происходит через входящий барьер, 
тогда как связанное состояние лежит достаточно близко к уровню Ферми  
в выходном барьере. Такое расположение вольт-амперных кривых представ-
лено на рис. 6. Здесь температура равна 4 К, резонансно-туннельный диод 
внедрен в «мезо-форму» диаметром около 100 нм. КЯ имеет ширину 11,7 нм, 
тогда как барьеры – толщину порядка 5,6 нм. Существенный резонансный 
туннельный пик проявляется при напряжении около 70 мВ, а другой пик (го-
раздо меньший) появляется при напряжении 170 мВ. Этот пик значительно 
усиливается в присутствии магнитного поля, ориентированного параллельно 
направлению тока. Обычно при туннелировании электрона через барьер со-
храняется импульс переноса. 
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Рис. 6. Вольт-амперные характеристики резонансного туннельного  

диода в продольном магнитном поле при 4 К (Eaves et al. Physics of Quantum  
Electronic Devices / ed. F. Capasso, NewYork, Springer-Verlag, 1990) 

 
Однако в случае испускания фононов этого не наблюдается. Магнитное 

поле помогает квантовать поперечный импульс, проявляющий туннельный 
пик, отвечающий за туннелирование, сопровождаемое фононами. Очень сла-
бый пик, обозначенный как «Е» на рисунке, предполагается из-за нерезо-
нансного туннельного перехода между n-м уровнем Ландау в эмиттере и 
(n + 1)-м уровнем Ландау в КЯ. Такой переход происходит благодаря эффек-
ту ионизации примесей или «шероховатости интерфейса». Пики, обозначен-
ные LOp, соответствуют переходу с n-го уровня Ландау в эмиттере в (n+p)-й 
уровень Ландау в КЯ через испускание единичного оптического фонона. От-
носительные амплитуды основного резонансного туннельного пика и отме-
ченных других пиков обеспечивают качественную индикацию вклада раз-
личных процессов переноса заряда в измеряемый ток. Вклад магнитного поля 
оказывается существенным при наблюдении туннельных токов, сопровожда-
емых фононами. На рис. 7 представлена другая серия измерений для резо-
нансного туннельного диода на GaAs/AlGaAs при 1,8 К. Вольт-амперные 
кривые при значении индукции магнитного поля 8 Тл демонстрируют основ-
ной резонансный пик при 144 мэВ и первый вспомогательный пик, обозна-
ченный как LO, при 245 мэВ. Этот вспомогательный пик может быть отнесен 
к туннелированию, сопровождаемому процессом испускания единичного фо-
нона. В отсутствие магнитного поля все еще остается индикация процесса, но 
пик гораздо менее выражен и размазан по энергии. Этот пик усиливается со-
кращением в фазовом пространстве, которое возникает во внешнем магнит-
ном поле. Вставленные кривые показывают, как пики меняются с усилением 
магнитного поля. Хотя в спектре существует несколько пиков, только первый 
пик не смещается в магнитном поле. Как было показано, эти дополнительные 
пики возникают из-за переходов, которые дают изменения индекса уровней 
Ландау в процессе туннелирования и одновременно включают испускание 
оптических фононов. 
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Рис. 7. Вольт-амперные характеристики при 1,8 К для резонансного туннельного  

диода на GaAs/AlGaAs при различных значениях индукции магнитного поля.  
Пик, обозначенный как LO, является фононной репликой основного пика  

(Yoo et al. J. Soc. Sci. Technol. B. 1990. 8, 370) 
 
В работе [21] изучены мезоскопические эффекты в туннелировании 

между параллельными КН. При этом рассматривались фазово-контактные си-
стемы двух параллельных КН, туннельно-связанных через барьер конечной 
ширины. Обычная пертурбативная (по теории возмущений) трактовка тунне-
лирования не работает в этой модели даже в диффузионном пределе, когда 
длина L  области связи превышает характерный масштаб tL , устанавливае-
мый туннелированием. Решение задачи рассеяния для протяженного тун-
нельного барьера позволяет вычислить туннельные кондактансы как функции 
приложенного напряжения и магнитного поля. При этом учитывались эффек-
ты зарядки в КН под действием приложенного напряжения. Было обнаруже-
но, что эти эффекты оказываются важными при изучении 1D→  0D туннель-
ного транспорта. 

В работе [22] рассматривались конечно-размерные эффекты при тунне-
лировании между параллельными КН. При этом были представлены резуль-
таты как теоретических вычислений, так и экспериментального измерения, 
что позволило выявить конечно-размерные эффекты в туннелировании меж-
ду двумя параллельными КН, изготовленными на расщепленном крае бислоя 
гетероструктуры GaAs/AlGaAs. Наблюдаемые осцилляции в дифференциаль-
ном кондактансе как функции приложенного напряжения и магнитного поля 
дают прямую информацию о форме потенциала конфайнмента. Накладывае-
мые модуляции показывают существование двух различных скоростей воз-
буждения, как и ожидается при спин-зарядовом разделении. 

В работе [23] вычислялся стационарный ток через две пары КТ, взаи-
модействующих через обычный фононный термостат (рис. 8). Численные и 
аналитические решения master equation в стационарном пределе показали, что 
туннельный ток может как увеличиваться, так и уменьшаться за счет дисси-
пативного взаимодействия со средой – термостатом. Этот эффект тесно свя-
зан с коллективной спонтанной эмиссией фононов (эффект Дике, Dicke super- 
and subradiance effect) и генерацией «кросс-когерентности» с перепутыванием 
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(entanglement) синглетных и триплетных состояний зарядов между КТ. Также 
обсуждается включение механизма неупругого туннельного тока, с помощью 
которого ток в одной паре КТ контролирует ток в другой паре КТ. 

 

 
Рис. 8. Пара КМ (две пары КТ), взаимодействующих  

через обычный фононный термостат [24] 
 
Таким образом, проблема управляемого туннельного транспорта в низ-

коразмерных системах является актуальной и представлена достаточно ши-
роким спектром экспериментальных работ [11, 13, 14, 17, 19, 22]. В настоя-
щее время альтернативой квантовым методам расчета вероятности туннели-
рования может служить метод инстантонов, выдвинутый А. М. Поляковым  
и С. Колманом (обзор дан в [2]), который позволяет учесть влияние матрицы-
среды на процесс туннельного переноса. Теория квантового туннелирования 
с диссипацией применительно к системам с контактами Джозефсона была 
развита Э. Дж. Леггетом, А. И. Ларкиным, Ю. Н. Овчинниковым и др. [2].  
В работах В. А. Бендерского, Е. В. Ветошкина и Е. И. Каца на основе инстан-
тонного подхода разработан квазиклассически точный метод, позволяющий 
решить задачу о туннельных расщеплениях для симметричных двухъямных 
потенциалов в широкой области энергий от основного состояния до состоя-
ний, расположенных вблизи вершины барьера. Метод инстантонов оказался 
продуктивным в расчетах вероятности туннелирования для КМ с H(-)-подоб-
ными квазистационарными примесными состояниями [2], где в сочетании  
с методом потенциала нулевого радиуса удалось получить основные резуль-
таты в аналитическом виде и проанализировать влияние туннельного распада 
на оптические свойства КТ. Необходимость учета взаимодействия КМ в ква-
зинульмерной структуре, а также влияния локальных фононных мод на поле-
вую зависимость вероятности диссипативного туннелирования требует даль-
нейшего развития метода инстантонов применительно к оптике низкоразмер-
ных туннельных структур с примесными квазистационарными состояниями. 

Как известно [1], примеси в объемных полупроводниках и в полупро-
водниковых наноструктурах могут являться причиной образования не только 
локализованных состояний, энергия которых лежит в запрещенной зоне, но и 
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квазистационарных состояний, энергии которых находятся в разрешенных 
зонах (в случае наноструктур – выше дна удерживающего потенциала). При 
этом локализованное состояние может стать квазистационарным, если у него 
появляется конечное время жизни (например, из-за наличия туннельного  
распада).  

В течение последнего десятилетия интенсивно изучались лазеры на 
внутрицентровых переходах, для того чтобы показать их потенциал в каче-
стве источников терагерцового излучения. Было показано, что факторами, 
ограничивающими их эффективность, являются относительно короткие вре-
мена жизни верхних уровней лазера (около 200 нс для природного и около 
235 нс для моноизотопного кремния-28(28-Si) [25]), сложность внутрицен-
тровой релаксации и неэффективная накачка. Наибольшие реализованные 
значения усиления [26] находятся в диапазонах порядка или даже несколько 
больше, чем достигнутые с квантовыми каскадными терагерцовыми лазера-
ми, но требуемые большие оптические мощности накачки или резонансная 
оптическая накачка оказываются недоступными в стандартных лабораториях. 
Для генерации с инверсией лучшая лазерная эффективность была получена 
для легированного нейтронами компенсированного кремниевого кристалла 
при одноосном напряжении, тогда как для рамановской генерации изотопи-
чески очищенные кристаллы кремния-28 оказались наилучшим материалом.  

В работе [27] проведено экспериментальное исследование свойств 
кремниевых терагерцовых лазеров на внутрицентровых примесных перехо-
дах. Следует отметить, что первый кремниевый лазер был зарегистрирован  
в 2000 г. Он был основан на примесных переходах водородоподобного доно-
ра фосфора в монокристаллическом кремнии. С тех пор было продемонстри-
ровано несколько лазеров на основе других доноров элементов V группы  
в кремнии. Эти лазеры работают при низких температурах решетки при опти-
ческой накачке в среднем инфракрасном диапазоне и излучают свет на дис-
кретных длинах волн в диапазоне от 250 до 50 мкм (от 1,2 до 6,9 ТГц). Диполь-
ные разрешенные оптические переходы между отдельными возбужденными 
состояниями замещающих доноров элементов V группы используются для 
кремниевых лазеров терагерцового типа. Инверсная населенность достигает-
ся за счет специфических электрон-фононных взаимодействий внутри при-
месного атома. Это приводит к долгоживущим и короткоживущим возбуж-
денным состояниям донорных центров. Частоту лазера можно подстроить с 
помощью внешнего магнитного поля или путем приложения сжимающей си-
лы к лазерному кристаллу. Другой тип терагерцового лазера использует вы-
нужденное резонансное рассеяние рамановского типа фотонов с помощью 
комбинационно-активного внутрицентрового электронного перехода. Изме-
няя частоту лазерной накачки, можно непрерывно изменять частоту комби-
национного рамановского кремниевого лазера, по меньшей мере, между  
4,5 и 6,4 ТГц. Недавно была получена генерация из кремния, легированного 
бором р-типа. Кроме того, фундаментальные аспекты лазерного процесса да-
ют новую информацию об особенностях электронного захвата мелкими при-
месными центрами в кремнии, временах жизни неравновесных носителей  
в возбужденных примесных состояниях и электрон-фононном взаимодействии. 

Известно, что оптически возбуждаемые твердотельные лазеры на осно-
ве оптических переходов атомов, встроенных в твердотельные решетки, на 
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сегодня являются самыми мощными и надежными источниками [27]. Ключе-
вой характеристикой, обеспечивающей такой высокий коэффициент усиле-
ния лазера в твердых телах, является чрезвычайно большое время жизни 
верхнего лазерного уровня, вплоть до нескольких миллисекунд. Основной 
причиной таких длительных времен жизни являются большие энергетические 
разрывы между атомными уровнями, принимающими участие в лазерной ге-
нерации. В терагерцовом частотном диапазоне в сотни раз меньшие энерге-
тические промежутки становятся по порядку величины сравнимыми с тепло-
выми искажениями в решетке. Это предотвращает простое масштабирование 
лазерных механизмов, успешно реализованных в инфракрасном диапазоне  
с твердотельными (внутрицентровыми переходами) и полупроводниковыми 
(запрещенными переходами) лазерами в терагерцовый диапазон. Например, 
1–5 ТГц квантовые каскадные лазеры на основе GaAs используют инверсию 
на основе уровней внутризонной проводимости с типичным временем жизни 
не более нескольких пикосекунд [28]. Эти короткие времена жизни электро-
нов в гетероструктурных полупроводниковых лазерах обусловлены делока-
лизацией электронных уровней, которые представляют собой электронные 
поддиапазоны с континуумом состояния, по крайней мере, в одном простран-
ственном измерении. Единственные энергетические щели терагерцового диа-
пазона между локализованными уровнями, доступными в твердых телах, 
представлены в запрещенной зоне водородоподобными примесными центра-
ми в полупроводниках. Предполагалось, что времена жизни таких уровней на 
порядок превышают времена жизни межподзонных уровней в гетерострукту-
рах и, следовательно, потенциально они могут служить для лазерной терагер-
цовой генерации твердотельного типа. Ожидалось, что низкие потери реше-
точного поглощения в таких элементарных полупроводниках, как кремний  
и германий, вместе с их большей теплопроводностью смогут обеспечить ми-
нимальные оптические потери.  

Разработка твердотельных источников излучения терагерцового спек-
трального диапазона является актуальной задачей в связи с широкой обла-
стью их потенциального применения: информационные технологии, медици-
на, связь, физические исследования материалов и структур [29]. Работ по ис-
следованию терагерцового излучения, связанного с переходами носителей за-
ряда между уровнями примесных центров в полупроводниковых нанострук-
турах, немного (см., например, [30, 31]). Так, в работе [30] описано терагер-
цовое излучение в продольном электрическом поле из структур с квантовыми 
ямами GaAs/AlGaAs с участием резонансных состояний примеси, которые 
возникали вследствие размерного квантования. В работе [31] исследовано те-
рагерцовое излучение из структур с легированными квантовыми ямами 
GaAs/AlGaAs в условиях межзонного оптического возбуждения электронно-
дырочных пар в структурах n-типа и при примесном пробое в продольном 
электрическом поле в структура p-типа. Необходимо отметить, что источники 
терагерцового излучения на примесных переходах в структурах с квантовыми 
точками могут быть более привлекательными из-за возможности более эф-
фективного управления энергией ионизации примеси и, соответственно, вре-
менем жизни квазистационарных примесных состояний при изменении пара-
метров самих структур и окружающей матрицы. 

Настоящий обзор посвящен развитию теории 1D-диссипативного тун-
нелирования применительно к полупроводниковым КТ в системе совмещен-
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ного АСМ/СТМ с учетом влияния двух локальных фононных мод во внеш-
нем электрическом поле. 

Осциллирующий и неосциллирующий режимы  
1D-диссипативного туннелирования с участием двух локальных  

фононных мод во внешнем электрическом поле 
Квантовое туннелирование оказывается важным при исследовании 

электронного транспорта через молекулярные нити, структуры с квантовыми 
точками или ямами, а также в низкотемпературных химических реакциях. 
Многие из отмеченных систем рассматриваются с позиций инстантонного 
подхода. Вычисление константы туннелирования, основанное на инстантон-
ном приближении, делает все перечисленные явления в некотором смысле 
«подобными». В химических реакциях константа скорости предполагает экс-
поненциальную эволюцию для вероятности переноса, тогда как в электрон-
ных приборах константа скорости определяет туннельный ток. В работе  
Ю. Н. Овчинникова [32] было показано, что проводимость гранулированных 
металлических пленок связана с процессами туннелирования между соседни-
ми гранулами и что взаимодействие с термостатом, обеспечивающее реаль-
ный переход в состояния, локализованные в «соседнем» кластере, достаточно 
мало. Таким образом, характеристики туннельного тока в изучаемых систе-
мах можно рассматривать в пределе сравнительно «слабой» диссипации, но 
достаточной для обеспечения «распадности» двухъямного осцилляторного 
потенциала, используемого в предлагаемой модели. Кроме того, существен-
ный вклад в туннельный ток может внести вероятность туннелирования, оце-
ненная с точностью до предэкспоненциального фактора.  

Среди экспериментально подтвержденных ранее эффектов диссипатив-
ного туннелирования – наблюдаемый единичный пик при одной из полярно-
стей внешнего электрического поля в системе АСМ/СТМ на туннельных 
вольт-амперных характеристиках (ВАХ) для КТ из циркония и коллоидного 
золота, что качественно отвечает единичному пику на полевой зависимости 
вероятности 1D-диссипативного туннелирования в пределе слабой диссипа-
ции (без учета влияния локальных фононных мод матрицы). Учет одной ло-
кальной фононной моды приводит к тому, что упомянутый пик, отвечающий 
случаю симметричного двухъямного осцилляторного потенциала при опре-
деленном значении напряженности внешнего электрического поля, становит-
ся неустойчивым. Однако появляется дополнительный устойчивый пик, обу-
словленный наличием взаимодействия с выделенной осцилляторной фонон-
ной модой [2]. В рамках рассмотренных ранее теоретических моделей 1D- и 
2D-диссипативного туннелирования с учетом влияния одной локальной фо-
нонной моды не удалось качественно объяснить ряд полученных экспери-
ментальных ВАХ для полупроводниковых КТ. В данном разделе предпринята 
попытка «улучшить» теоретический подход путем учета двух локальных фо-
нонных мод в вероятности 1D-диссипативного туннелирования, расчет кото-
рой выполнен в рамках метода инстантонов при наличии внешнего электри-
ческого поля и конечной температуры. 

Рассмотрим общую схему расчета вероятности 1D-диссипативного 
туннелирования в одноинстантонном приближении во внешнем электриче-
ском поле [2, 3]. 
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Учет влияния электрического поля на симметричный двухъямный мо-
дельный осцилляторный потенциал можно представить в виде 

 

2 2
2 20 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | |

2 2
U q q a q q a q e Eqω ω

= − θ + + θ − − .  (1) 

Электрическое поле меняет симметрию потенциала, и происходит 
сдвижка минимумов: 

1) 0q > ; 
2 2

2 20 0
1 2

0
( ) ( *)

2 2 2
e E

U q a e Eq q a a e Eqω ω
= − − = − − −

ω
, где 

2
0

*
e E

a a= +
ω

; 

2) 0q < ; 
2 2

2 20 0
2 2

0
( ) ( **)

2 2 2

e E
U q a e Eq q a a e Eqω ω

= + − = + + −
ω

, где 

2
0

**
e E

a a= −
ω

. 

Тогда перенормированный потенциал приобретает следующий вид: 

 

2 2
2 20 0( *) ( ) ( **) ( )

2 2
U q a a e Eq q q a a e Eq q

   ω ω
= − − θ + + + θ −   
      

.  (2) 

Величины смещенных минимумов равны: 
2 2

1 2
0

( *)
2

e E
U a a e E= − −

ω
, 

2 2

2 2
0

( **)
2

e E
U a a e E− = −

ω
, 

а смещение минимумов оказывается пропорциональным полю: 

 2 1 2U U U a e E UΔ = − =  Δ ~ E .  (3) 

При этом смещения минимумов оказываются одинаковыми по вели-
чине: 

1 2
0

*
e E

q a aΔ = − =
ω

, 2 2
0

**
e E

q a aΔ = − + =
ω

. 

В рассматриваемой модели вершина потенциального барьера фиксиру-
ется: 

2 2
0(0)
2
aU ω

= , 

но происходит соответствующая сдвижка величины левого минимума, и, как 
следствие, эффективно уменьшается барьер: 

22 222 2
20

2 2 02 2
0 0

(0) ( **)   
2 2 2

e E ea aU U U a a e E E
e

 ω
Δ = − − = − + = − ω  ω ω  

. (4) 
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Так как при последующем рассмотрении предполагается использование 
квазиклассического инстантонного приближения при вычислении вероятно-
сти туннелирования в двухъямном осцилляторном потенциале, то будем счи-
тать, что величина барьера не может быть слишком малой по сравнению  
с длиной подбарьерного переноса, следовательно, возникает естественное 
ограничение на величину напряженности электрического поля, которое  
в обычных единицах принимает вид: 2

0 /E a e<< ω  2
0 /E ma e<< ω . 

Для того чтобы воспользоваться стандартной моделью для определения 
вероятности диссипативного туннелирования, будем использовать следую-
щие обозначения для перенормированного двухъямного осцилляторного по-

тенциала во внешнем электрическом поле: 1 2
0

| |* e Eq b b= = +
ω

, 

0 2
0

| |* e Eq а а= = −
ω

. Тогда модельный перенормированный 1D-потенциал мож-

но представить в стандартном виде. С учетом результатов, полученных ранее, 
модельный гамильтониан системы может быть записан как 

 ( )
2

2 2 21
1 1 1

2 2

1( )
2 2

N NpH v y y C y p yα α α α α
α= α=

= + + + + ω 


,  (5) 

где 

2 2
1 1 1 1 1 1

1( )
2 2

v y y y yΔΙ   = ω + λ θ − − +   λ   
 

 

2 2
1 1 1 1

1
2 2

y y yΔΙ   + ω − λ − ΔΙ θ +   λ   
.  (6) 

Вероятность туннелирования частицы в единицу времени может быть 
найдена в квазиклассическом приближении. Необходимо, чтобы дебройлев-
ская длина волны частицы была много меньше характерного линейного мас-
штаба потенциала. Для этого вполне достаточно, чтобы высота барьера была 
много больше энергии нулевых колебаний в яме начального состояния. Кро-
ме квазиклассического приближения, мы должны предположить квазистаци-
онарность распада, т.е. ширина уровня Γ , с которого туннелирует частица, 
должна быть много меньше энергии нулевых колебаний. 

Находим 1D-квазиклассическое действие в одноинстантонном прибли-
жении с учетом влияния матрицы среды-термостата: 

( ) ( )22 2
0 0 1 02

0 0 1 0 0
2

2B
q q

S q q q
ω + τ

= ω + τ − −
β

 

 

( )
( )

24 2
0 0 1 0

2 2 2
1 0

4 sin n

n n n n

q q ∞

=

ω + ν τ
−

β ν ν + ω + ζ
 .  (7) 

Предэкспоненциальный множитель определяется вкладом траекторий, 
близко расположенных от инстантона. Для этого мы должны разложить дей-
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ствие до квадратичного члена по отклонениям Bq q−  и проинтегрировать  
в функциональном пространстве. Тогда вероятность туннелирования в еди-
ницу времени можно записать как 

 ( )exp BB SΓ = − ,  (8) 

  0

1/22

2
0

2

2
( )

det

2
det

B

q q

q q

S
qSB
S

q

=−

= τ

  δ
   δ  
 = ⋅
π   δ′   δ   

,  (9) 

 
/2

2
0

/2

( )BS q d
β

−β

= τ τ  ,  (10) 

а det′  означает, что нулевое собственное значение, соответствующее нулевой 
моде инстантона, опущено.  

Отметим, что вывод этой формулы предполагает приближение идеаль-
ного инстантонного газа 

 ( ) 1−Γ << Δτ ,  (11) 

где Δτ  – ширина перехода от положительного значения траектории к отрица-
тельному.  

Вычисление предэкспоненциального множителя в рассматриваемой 
модели приводит к результату 

 ( )
( )

1/222 2
0 0 1 0 0

1/2 0 0

2 sin cos2

2
n n

n nn n

q q
B

−∞ ∞

=−∞ =−∞
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  .  (12) 

Рассмотрим (7) с учетом взаимодействия с одной локальной фононной  
моды ( Lω ). Для упрощения будем предполагать это взаимодействие  

достаточно малым, т.е. 2
0

1C <<
ω

 и 2 1
L

C <<
ω

. В этом случае 

( )
2

2 2n
n L
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, где 2
n
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β

; 
2 2

2 2 2( )
n

n
L L n

C ν
ζ =

ω ω + ν
.  

Тогда можно получить выражение для квазиклассического действия  
с учетом локальной моды среды-термостата в приведенных обезразмеренных 
переменных: 
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βωβ = ; 1

0
* qb

q
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ный параметр асимметрии. Кроме того, влияние локальной моды среды-
термостата учитывается через следующие параметры: 
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где  
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Для расчета предэкспоненциального фактора с учетом влияния локаль-
ной моды среды-термостата Lω  используем полученное ранее общее выра-
жение (12). При этом, как и в случае вычисления квазиклассического инстан-
тонного (евклидового) действия с учетом локальной моды Lω , мы использу-
ем, что  
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Тогда для вычисления предэкспоненциального фактора мы учтем, что  
в общем выражении для B  (12) происходит следующее преобразование вы-
ражений: 
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Выражение в знаменателе (12) преобразуется к виду 
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где 1,2α  определены выше. 
Вводя, как и в случае вычисления действия с учетом локальной моды 

среды-термостата, коэффициенты 
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а также учитывая, что  
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получаем окончательное аналитическое выражение для предэкспоненты  
с учетом влияния локальной моды среды-термостата: 
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1
2

2 0

22 2

сh 2
2 1

2 2
2

D

sh

− 
   β γ − τ     β     + −   γγ γ β      

.  (14) 

Для последующих численных оценок используем введение обезразме-

ренных параметров 
2

0

L
L
∗  ωω =  ω 

, 
2

0
*

L

CC
 

=  ω ω 
,  

22 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 02

1,2 0

41 1

2

L L L

L L

C C
 
   ω ω ω + + + + −       ω ω ω ω ω ω ω    γ = ω = 
 
 
  



 

2
0

( * 1 *) ( * 1 *) 4 *
2

L L LC C ω + + ω + + − ω
= ω  

  


; 

22 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

1,2 0

41 1

2

L L L

L L

C C   ω ω ω+ + + + −      ω ω ω ω ω ω ω   γ = ω =



 

0
( * 1 *) ( * 1 *) 4 *

,
2

L L LC Cω + + ω + + − ω
= ω


 

при этом: 

2
1

1 2

1* ( * 1 *) ( * 1 *) 4 *( ) 2
2 ( * 1 *) 4 *

L L L LL

L L

C C
A

C

 ω − ω + + − ω + + − ω ω − γ= − =
γ − γ ω + + − ω

, 

2
2

1 2

1* ( * 1 *) ( * 1 *) 4 *( ) 2
2 ( * 1 *) 4 *

L L L LL

L L

C C
D

C

 ω − ω + + + ω + + − ω ω − γ= =
γ − γ ω + + − ω

; 

1 2
0

1 1 1 ** arcsh sh
2 2 2 1 * 2 4

b
b

τ + τ  − βω β τ = = τ = +  ω ω +  
. 

Условие (11) ограничивает применимость рассматриваемого прибли-
жения.  
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Расчет вероятности 1D-диссипативного туннелирования  
для случая осциллирующего и неосциллирующего режимов  

туннельного переноса в квантовой молекуле с учетом влияния  
двух локальных фононных мод 

Во введении была рассмотрена общая схема расчета вероятности  
1D-диссипативного туннелирования, на основе которой в данном разделе при 
учете влияния двух локальных фононных мод будут аналитически получены 
формулы для случаев осциллирующего и неосциллирующего режимов  
1D-туннельного переноса. Рассмотрим (8) с учетом взаимодействия с двумя 
локальными фононными модами ( 1 2Lω = ω  и 2 3Lω = ω ). Для упрощения бу-

дем предполагать это взаимодействие достаточно малым, т.е. 2
0

1C <<
ω

  

и 2 1
L

C <<
ω

. В этом случае  

( )
2

2
2 2 2

2

N

n n
n

Cα

α= α α
ζ = ν

ω ω + ν
 , 

где 2
n

nπν =
β

; =
kT

β  ; 

22
2 2 232

0 02 2 2 2 2 2
2 2 3 3

1= ; sin = (1 cos 2 )
2( ) ( )

n n n n n
n n

CC
ζ ν + ν ν τ − ν τ

ω ω + ν ω ω + ν
. 

В результате сумма в последнем слагаемом выражения (8) перепишется 
в виде U = U1 – U2, где 

 1 22
2 2 2 2 2 32=1

0 2 2 2 2 2 2
2 2 3 3

1 1=
2

( )
( ) ( )

n
n n n n

n n

U
CC

∞

ν ν + ω + ν ν +
ω ω + ν ω ω + ν

 ;  (15) 

 0
2 22

2 2 2 2 2=1 32
0 2 2 2 2 2 2

2 2 3 3

21=
2

( ) ( )

n

n
n n n n

n n

cosU
CC

∞ ν τ
 

ν ν + ω + ν ν +  ω ω + ν ω ω + ν 

 .  (16) 

Обозначим 2
2 = xν  и преобразуем выражение в знаменателе: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 2 3 2 3 2 3 3 3 2 2( ) ( )( ) ( ) ( ) =x x x x xC x xC x + ω ω ω +ω +ω + ω +ω + ω +ω   

4 4 2 2 3 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 0 2 3 0= ( )x x x x xω ω +ω ω +ω ω ω +ω +ω ω ω +ω ω ω +  

2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 2
2 3 0 2 3 2 3 2 3 3 2 3 2( ) =x C x C x C x C x +ω ω ω ω +ω + ω + ω + ω + ω   
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{ }2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 0 2 3 2 3 3 2( )x x x C C= ω ω + ω ω ω +ω +ω ω ω + ω + ω +

 

{ }4 4 2 2 2 2 2 2 4 2 4 2 4 4
2 3 0 2 3 2 3 2 3 3 2 0 2 3( ) =x C C + ω ω +ω ω ω ω +ω + ω + ω +ω ω ω 

 

22
2 2 3 2 2 2 2 32
2 3 2 3 0 2 2

2 3

CCx x x
   = ω ω + ω +ω +ω + + + 
 ω ω  

 

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 3 3 2
2 3 0 2 3 0 2 32 2

2 3
( ) C Cx

 ω ω  + ω ω +ω ω +ω + + + ω ω ω 
ω ω   

. 

Введем обозначения:  
22

2 2 2 32
2 3 0 2 2

2 3
= CCA ω +ω +ω + +

ω ω
,  

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 3 3 2
2 3 0 2 3 2 2

2 3
= ( ) C CBω

ω ω
ω ω +ω ω +ω + +

ω ω
, 2 2 2

0 2 3=C ω ω ω ,  

тогда выражение в знаменателе первого слагаемого в (8) примет вид 
2 2 3 2 2 2
2 3 2 3 1 2 3

=0

[ ] = ( )( )( )x x Ax B x C x x x x x x xωω ω + + + ω ω − − −


. 

Обозначим 

2 3
3 2

3

3 2 9 27 1= ; = ; = ; = arccos
9 54 3

A B A AB C RQ R S Q R
Q

ω ω
 − − +  − Φ
 
 

. 

Если > 0S , тогда  

1 = 2 cos( )
3
Ax Q− Φ − ; 2

2= 2 cos
3 3

Ax Q  − Φ + π − 
 

;  

 3
2= 2 cos
3 3

Ax Q  − Φ − π − 
 

.  (17) 

И первая сумма в (8) преобразуетсяс к виду 

 
2 2 2 2 2 2
2 3 2 3

1 2 2 2 2 2 2
2 3 1 2 3=1

( )( )1
2 ( )( )( )

n n

n n n nn
U

x x x

∞ ω ω ω + ν ω + ν
=

ν ω ω ν − ν − ν −
 .  (18) 

Выражение (18) разобъем на простые дроби: 
2 2 2 2 2

0 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

( )=
( )( )( )

x x
x x x x x x x x x x x x x x
β + ω + ω +ω ωγ ϕ Δ+ + +

− − − − − −
,  
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где  

2 2
2 3

0
1 2 3

=
x x x
ω ω

β − , 

2 2 2 2 2
3 2 3 1 2 1 3 2 3 2 3

3 2 1 3 1 2 3 2 3 2 3
= 1

( )( )
x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

  ω ω + + ω + ωΔ − + −  − −  
 

2 2 2 2
2 3 1 2 1 3 2 3 2 3 2 3

2 3 1
3 1 2 3 2 3 2 3

( )( )1 1 ( )x x x x x x x xx x x
x x x x x x x x

  ω ω + + ω +ω + − + + + − +        
, 

2 2
2 32 2

1 3 2 3 1
3 2 1 3 1 2 3

= ( ) 1 ( )
( )

x x x x x x x
x x x x x x x

 ω ωϕ Δ − − − + − −− 
 

2 2
2 22 3 2 3
2 3 1 2 1 3 2 3

2 3 1 2 3
( )x x x x x x x x

x x x x x

 + ω ω − ω + ω + + + 
  

, 

( ){ }2 2
2 3 1 2 1 3 0 2 3 1 2 3

2 3

1 2= ( ) , =n
nx x x x x x x x x

x x
πγ ω + ω − Δ − φ −β + + ν
β

.  (19) 

В итоге U1 преобразуется к виду  

0
1 2 2 2 2

1 2 3=1

1=
2 n n n nn

U
x x x

∞  β γ ϕ Δ+ + +  ν ν − ν − ν − 
 ; 

2 2 2
0

0 0 02 2 2 2 2
=1 =1 =1

1= = =
244 4nn n nn n

∞ ∞ ∞β β β ββ β β
ν π π

   ; 

1 10= 2 cos = = 2 cos
3 3
A Ax Q x Q − ϕ− − − ϕ+ 

 
. 

Если 1 < 0,x  то 

2 2 2
10=1 =1

102

= =
4nn nx n x

∞ ∞γ γ
ν + π +

β

   

22 2 2 2
1 2 10

102 2 2 2 2
12 10 1=1

2

1 4= = ctg ; = ,
24 4 2 4

4
n

x xx
xx xn

∞   β βγβ γβ π π− −   πβ π β π β π  +
π

   

2
2 20

2 20 20 2
2= 2 cos = , = ,
3 3 4

xAx Q x x β − Φ + π − − 
  π

  
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2
2 30

3 30 30 2
2= 2 cos = , = .
3 3 4

xAx Q x x β − Φ − π − − 
  π

  

Если 1 2 3> 0, > 0, > 0,x x x  то 

2 2 2 2 2
1

1 0 2 2 2
11

1 4= ctg
2 24 24 2 4

x
U

xx

   ββ γβ π π ϕββ + − − + ×    β π β π   
 

 
2 2 2 2 2

32
2 2 2

2 32 3

4 4ctg ctg
2 22 4 2

xx
x xx x

      ββπ π Δβ π π  × − − + − −        β β  β π β       
.  (20) 

Перейдем к вычислению U2: 

0 0 0 0 0
2 2 2 2 2

1 2 3=1

cos2 cos2 cos 2 cos21=
2

n n n n

n n n nn

T T T TU
x x x

∞  β ν γ ν ϕ ν Δ ν
+ + +  ν ν − ν − ν − 

 ; 

2 20 0
20

0
2 2 2 2

=1 =1
2

2 2cos cos
1 1=
2 24 4n n

T n T n

n n

∞ ∞
π πβ

β ββ β =
π π
β

 

 
2 2

20 0 0
2

(4 ) 41 1 3 6 2
2 124

T T  β β π π
 = − π + π +  β β π   

 

 

0 0
2

2 2 2 2
2 1=1 =1

12 2

4 4cos cos
1 1=
2 24 4

4
n n

T n T n

n xx n

∞ ∞
π π

β γβ β+ γ =
π π β− −
β π

   

2 2 2
1 10

2 2
1 1

41 2cos cosec
2 2 24

x xT
x x

  β βπ β γ π π = π − +   β πβπ β     
. 

При 1 2 3, , > 0x x x  U2 дает 

2 2 2
20 0 0

2
(4 ) 241 3 2

2 48
T TU

  β β π π= − + π +   β β  
 

2 2
1 10

2
1

4cos cosec
2 24

x xT
x

  β βπ γβ π + π − +   β πβπ      
 

2 2 2
2 20

2 2
2 2

4 2cos cosec
2 24

x xT
x x

  β βπ ϕβ π π + π − − +   β πβπ β     
 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 158

 
2 2 2

3 30
2 2

3 3

4 2cos cosec
2 24

x xT
x x

  β βπ Δβ π π + π − −   β πβπ β     
.  (21) 

Квазиклассическое действие с учетом двух локальных фононных мод 
сводится к выражению вида  

{ }2 2 2 2 4 2
0 0 0 0 0 1 2

2 4= 2 ( ) ( ) ( )BS a b a a b a b U Uω + τ − ω + τ − ω + +
β β

,  

где 

0 0
0

0 0

11 1= Arcsh sh = Arcsh sh
2 4 4 2 4 41

b
b a a

bb a
a

 − ω β ω β− β β τ + +  ω + ω   +
 

, 

или 
*

* * * * * 0
0 0 0 0 0*

1 1= = Arcsh sh ; = ; =
2 41

b
b

  ω β−τ τ ω β +β τ τω β 
+  

. 

Окончательно перенормированное выражение для 1D-квазиклас-
сического инстантонного действия с учетом двух локальных мод среды-
термостата для случая осциллирующего режима туннельного переноса 
принимает вид 

* 2
* * * 2 *210

10 0 02 * *
0

1 ( 1)= = 2( 1) ( 1)
2

S bS b b
a

++ τ − + τ − ×
ω β β

  

2 202 2 20 12 0
0 0 2 2

11

( )1 2 444 ctg
2 4 3 22

x
xx

 βω γω     ββω π π × β ω + − +       πβ   π β    
 

 

2 *2 2 2
20

2 2
22

44 ctg
22

x
xx

  βφω β π π+ − − +   πβ π β   
 

2 *2 2 2
30

2 2
33

44 ctg ]
22

x
xx

  βΔω β π π
 + − − −  πβ π β   

 

2
2 022 02

2 20 0 0 0 0
0 0 20 0

4
4 6 41 1 4(3 2 )

2 4 3

 βω  γω   βω πτ ω π τ ω   − β ω − + π + ×   βω βω  π 
 

2 2 2
1 0 10 0 0 0 0 0

0 0 0 1 01 0

2 24 4 4cos ( ) cosec
4 4 84

x x
xx

  βωω π πτ ω β ω ω π × π − + +  βω ω π ω βωβω     
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*2 *2 2 * 2 2
2 2 *0 0 0 0 0

2 * * *20 02 20

2 24 4 4cos ( ) cosec
4 8

x x

x x

  βφω β ω π πτ ω ω π  + π − β + + ω π ω π β β β   
 

*2 *2 2 * 2 2
3 3 *0 0 0 0 0

2 * * *20 03 3

2 24 4 4cos cosec
4 8

x x

x x

    βΔω β ω π πτ ω ω π   + π− β +     ω π ω π β β β     

. (22) 

Или для неосциллирующего режима переноса: 
4 2

2 2 *2 0 1 2
0 0 0

(1 ) { }1= 2(1 ) (1 )
2B

b U US b a b ω + −
+ τ − ω + τ −

β β
, 

где 

0 0
0

0 0

11 1= Arcsh sh = Arcsh sh
2 4 4 2 4 41

b
b a a

bb a
a

 − ω β ω β− β β τ + +  ω + ω   +
 

, 

или 
*

* * *
0 0 0 *

1 1Arcsh sh
2 1

b
b

 −τ = ω τ = β +β 
+  

. 

Если ( )1 2 3 10 20 30, , 0 , , 0 ,x x x x x x< >  то 

( )
2 2

1 0 102 2 1010

1 1= cth
2 24 24 2

U x
xx

  β γβ πβ + + π + 
π    




 

( ) ( )
2 2 2

20 302 2 2 220 3020 30

1 1cth cth
2 24 2 4 2

x x
x xx x

   ϕβ π Δβ π + + π + + π   
π π      

 
  

; 

22 2
20 0 0

2
4 241 3 2

2 48
U

  β β πτ π τ   = − + π +   β β     
2 2 2

10 100
2 2

10 10

4 2ch cosech
2 24

x x
x x

  β βπτ γβ π π + π − − +   β πβπ β     
 

2 2 2
20 200

2 2
20 20

4 2ch cosech
2 24

x x
x x

  β βπτ ϕβ π π + π − − +   β πβπ β     
 

2 2 2
30 300

2 2
30 30

4 2ch cosech
2 24

x x
x x

  β βπτ Δβ π π + π − −   β πβπ β     
. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 160

Перейдем к вычислению предэкспоненциального фактора с учетом 
двух локальных фононных мод: 
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где введены обозначения: 
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обозначим также: 
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3
2= 2 cos
3 3
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. 

Разложим знаменатель соотношения (24): 
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Сумма, содержащая 0cos2 nν τ , дает в этом случае 
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. (25) 

В итоге обезразмеренный предэкспоненциальный фактор в вероятности 
1D-диссипативного туннелирования с учетом влияния двух локальных 
фононных мод для случая осциллирующего режима туннельного переноса 
определяется суммами двух типов:  
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Или для неосциллирующего режима переноса: 
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В результате аналитически найдены выражения для вероятности  
1D-туннельного переноса с учетом влияния двух локальных фононных  
мод среды-термостата во внешнем электрическом поле при конечной темпе-
ратуре для случаев осциллирующего и неосциллирующего режимов туннели-
рования. 

Сравнение теоретических кривых зависимости вероятности  
1D-диссипативного туннелирования во внешнем электрическом  
поле с экспериментальными туннельными ВАХ для InAs/GaAs КТ 

Методы сканирующей зондовой микроскопии, в том числе сканирую-
щей туннельной микроскопии (СТМ) и атомно-силовой микроскопии (АСМ) 
широко применяются для исследования морфологии, атомной структуры и 
энергетического спектра квантоворазмерных полупроводниковых структур. 
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Метод СТМ на поперечных сколах в сверхвысоком вакууме (СВВ) был при-
менен для измерения локальной плотности состояний (ЛПС) в квантовых 
ямах. Настоящая работа была инициирована экспериментом, проведенным в 
Казанском физико-техническом институте им. Е. К. Завойского Казанского 
научного центра РАН (при участии Нижегородского государственного уни-
верситета им. Н. И. Лобачевского), по измерению туннельных вольт-ампер-
ных характеристик полупроводниковых квантовых точек InAs/GaAs(001), где 
были обнаружены несколько неэквидистантных пиков, интерпретированных 
нами ранее в рамках модели 1D-диссипативного туннелирования с учетом 
одной локальной фононной моды. При этом предложенная теоретическая мо-
дель позволила выявить только два единичных пика, один из которых оказал-
ся неустойчивым, что не вполне соответствовало имеющимся эксперимен-
тальным данным. Необходимо отметить, что особенности наблюдаемых тун-
нельных ВАХ обычно интерпретируются в рамках модели резонансного тун-
нелирования. В данной работе выдвинуто и теоретически обосновано пред-
положение о том, что в режиме слабой диссипации возможен механизм тун-
нельного переноса с участием двух локальных фононных мод окружающей 
матрицы [33, 34]. Этот нерезонансный механизм туннельного переноса, ха-
рактерный для металлических КТ, может иметь место в легированных КТ в 
условиях, когда концентрацию носителей заряда можно менять в достаточно 
широких пределах с помощью внешнего электрического поля. 

Для туннельной спектроскопии размерно-квантованных состояний  
в поверхностных КТ InAs/GaAs применялся метод комбинированной 
СТМ/АСМ в СВВ [33, 34]. Образцы для исследований пространственного и 
энергетического распределения ЛПС в КТ InAs методом туннельной АСМ 
были выращены на подложках n+-GaAs(001) марки АГЧO, легированных Sn, 
методом МОС-гидридной эпитаксии при атмосферном давлении к.ф.-м.н. 
Б. Н. Звонковым в Научно-исследовательском физико-техническом институте 
Нижегородского государственного университета им. Н. И. Лобачевского. 

Схема эксперимента представлена на рис. 9. 
 

  
а) б) 

Рис. 9. Схема измерения токового изображения поверхностных  
КТ InAs/GaAs [33]: а – схема измерения токового изображения  

поверхностных КТ InAs/GaAs; б – АСМ-изображение поверхности КТ InAs/GaAs.  
Размер кадра 750 × 750 нм2, диапазон высот 5,9 нм 
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Схема исследуемых образцов представлена на рис. 9,а. Буферные слои 
n-GaAs толщиной ≈200 нм, легированные Si (концентрацией доноров ND 
~1018cм–3), выращивались при температуре 650 °С, на их поверхности выра-
щивались спейсерные слои нелегированного n-GaAs (ND ~1015cм–3) толщиной 
≈3 нм, необходимые для формирования треугольного потенциального барье-
ра между КТ и n+-GaAs буферным слоем. КТ InAs формировались по меха-
низму Странски – Крастанова при 530 °С. Номинальная толщина осажденно-
го слоя InAs составляла ≈5 монослоев (МС) или ≈1,5 нм, температура роста – 
540 °С.  

Эксперимент проводился при комнатной температуре в условиях СВВ 
при помощи сканирующего зондового микроскопа (СЗМ) Omicron UHV 
AFM/STM VT в составе СВВ комплекса Omicron Multi Probe P. Базовое дав-
ление в камере СЗМ составляло ~10–10 Торр. Поверхность образца, покрытого 
естественным окислом, образовавшимся в процессе переноса из ростовой 
установки в СВВ-камеру для СЗМ-исследований, сканировалась p+-Si АСМ-
зондом с покрытием W2C в контактном режиме (рис. 9,а), между n+-GaAs 
подложкой и АСМ-зондом прикладывалась разность потенциалов Vg. В экс-
перименте регистрировались пространственные распределения силы тока 
между АСМ-зондом и образцом It как функция координаты АСМ-зонда  
в плоскости поверхности образца x, y (токовые изображения) при постоянном 
значении Vg = const. ВАХ контакта АСМ-зонда к поверхности КТ получались 
посредством измерения серии токовых изображений КТ при различных зна-
чениях Vg.  

На рис. 9,б представлено АСМ-изображение поверхности исследуемого 
образца. Поверхностные КТ имели высоту h = 5–6 нм. Заметим, что лате-
ральные размеры КТ на рис. 9,б значительно превышают ожидаемые для КТ, 
имеющих форму четырехгранной пирамиды, ограненной плоскостями (101) 
для указанных значений h (10–12 нм), что связано с эффектом конволюции 
вследствие конечных размеров радиуса кривизны острия используемых 
АСМ-зондов Rp ≈ 35 нм. На рис. 10,а приведено АСМ-изображение отдельной 
КТ, а на рис. 10,б–д – ее токовые изображения, полученные при различных 
значениях Vg, соответствующих максимумам на ВАХ контакта зонда к по-
верхности КТ, приведенной на рис. 11. ВАХ измерялась в точке, соответ-
ствующей вершине КТ. 

Наблюдаемое увеличение тока I в местах, соответствующих контакту 
зонда с поверхностью КТ InAs/GaAs, могло быть связано с резонансным тун-
нелированием электронов из АСМ-зонда в подложку через размерно-
квантованные электронные состояния в КТ [33, 34]. Систему «АСМ-зонд – 
КТ – подложка» можно рассматривать как резонансно-туннельный диод,  
в котором металлическое покрытие АСМ-зонда играет роль эмиттера, буфер-
ный слой n+-GaAs – роль коллектора, а потенциальные барьеры образованы 
соответственно пленкой окисла на поверхности КТ и частью области про-
странственного заряда контакта зонд–образец, находящейся между буферным 
слоем и КТ (рис. 12). 

Полученные токовые изображения I(x, y), показанные на рис. 10,б-г, от-
ражают пространственное распределение ЛПС в плоскости поверхности об-
разца (x, y) [33, 34]: 
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где 
1 2 3n n nψ  – огибающие волновых функций размерно квантованных элек-

тронных состояний в КТ 1 2 3n n n  (волновые функции 
1 2 3n n nψ  считаются вы-

рожденными по спину).  
 

 
а) б) в) 

 
г) д) 

Рис. 10. АСМ-изображение (а) и токовые изображения (б–г)  
КТ InAs/GaAs. Vg В: б – 2,3; в – 2,6; г – 3,1; д – 3,7. Размер кадра 90 × 90 нм2 [33] 

 

 
Vg, В 

Рис. 11. ВАХ контакта АСМ-зонда к поверхности КТ в точке,  
соответствующей вершине КТ (рис. 10,а) [33] 
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Рис. 12. Зонная диаграмма металлизированного  

АСМ-зонда с поверхностью КТ InAs/n+-GaAs [34] 
 
Суммирование в (29) ведется по состояниям, энергия которых 

1 2 3n n n F gE E eV< + , т.е. лежащим ниже уровня Ферми в материале зонда  
(рис. 12). Токовое изображение на рис. 10,б имеет округлую форму, соответ-
ствующую симметрии основного электронного состояния в пирамидальных 
КТ InAs/GaAs (001) [33, 34]. Токовые изображения на рис. 10,в,г имеют два 
выраженных максимума и могут быть сопоставлены с возбужденными состо-
яниями в КТ, которые имеют p-симметрию [33]. Токовое изображение на  
рис. 10,д имеет более сложную структуру. Асимметрия волновых функций 
основного и возбужденного состояний в КТ, имеющих форму четырехгран-
ной пирамиды, ограненной плоскостями (101), в направлениях 110  и 110  
объясняется в [33] влиянием пьезополя, которое понижает симметрию кван-
тующего потенциала в КТ с С4ν до С2ν. В исследованной структуре КТ были 
вытянуты в направлении 110  (см. рис. 9,б и 10,а), перпендикулярном 
направлению разориентации подложки. Подобная асимметрия КТ в первую 
очередь обусловливает пространственное распределение ЛПС ( ),x yρ  в КТ. 
Также можно отметить, что огранка КТ незаметна, что, по-видимому, обу-
словлено эффектом конволюции вследствие конечного радиуса закругления 
острия АСМ-зонда [33]. 

На туннельных спектрах КТ (см. рис. 11) были обнаружены пики, свя-
занные с туннелированием электронов из заполненных электронных состоя-
ний под уровнем Ферми в материале покрытия АСМ-зонда W2C на размерно-
квантованные уровни в КТ. При интерпретации туннельных спектров КТ 
следует учитывать, что эксперименты проводились при комнатной темпера-
туре, следовательно, в данных условиях возможны процессы диссипативного 
туннелирования электронов с поглощением или испусканием фононов. Ранее 
при интерпретации туннельных спектров КТ InAs/GaAs(001) данный фактор 
не учитывался [33].  

Качественное сравнение теоретической кривой вероятности 1D-дисси-
пативного туннелирования (с учетом влияния одной локальной фононной 
моды в полупроводниковой матрице) и экспериментальной ВАХ для КТ 
InAs/GaAs(001) представлено на рис. 13, где видно, что из серии неэквиди-
статных пиков на экспериментальной ВАХ с теоретическими качественно 
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совпадают только два, но один из них в рассматриваемой модели оказался 
неустойчивым. Данный результат указывает на необходимость уточнения 
теоретической модели для адекватного описания экспериментальных данных 
по туннельной спектроскопии КТ. В то же время известно, что в GaAs 
существуют два вида оптических фононов: поперечные (ТО) с энергией 
Ω ≈ 34 МэВ и продольные (LO) с Ω ≈ 38 МэВ. Данное обстоятельство 
обусловливает целесообразность рассмотрения двух локальных фононных мод 
окружающей матрицы в режиме слабой диссипации. 

 

 
Рис. 13. Сравнение теоретических кривых (пунктирные линии) в модели  

1D-диссипативного туннелирования для Г = В ехр(–S) с учетом влияния одной  
локальной моды среды-термостата с экспериментальными кривыми ВАХ  

для полупроводниковых квантовых точек из InAS/GaAs (сплошные линии) 
 
Качественное сравнение модельной кривой вероятности 1D-диссипа-

тивного туннелирования ( Г exp( )В S= − с учетом влияния двух локальных 
фононных мод среды-термостата) и экспериментальной ВАХ для полупро-
водниковых КТ из InAS/GaAs представлено на рис. 14. При этом характерный 
неэквидистантный спектр пиков на экспериментальных ВАХ (для полупро-
водниковых квантовых точек из InAS/GaAs) и соответствующие пики на тео-
ретической зависимости вероятности 1D-диссипативного туннелирования  
с учетом влияния двух локальных фононных мод среды-термостата от 
напряженности приложенного электрического поля качественно совпали го-
раздо лучше, чем это наблюдалось в модели, учитывающей влияние только 
одной локальной фононной моды.  

Теоретические расчеты показали, что в зависимости вероятности  
1D-диссипативного туннелирования от напряженности внешнего электри-
ческого поля при конечной температуре и фиксированных параметрах окру-
жающей матрицы возможен как осциллирующий, так и неосциллирующий 
режим туннельного переноса (рис. 14, 15). Осциллирующий режим обуслов-
лен обменом энергией туннелирующего электрона с двумя фононами, в ре-
зультате чего могут образовываться состояния, различающиеся временем 
жизни, интерференция которых наряду с «подстройкой» под них стартового 
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энергетического уровня во внешнем электрическом поле может давать соот-
ветствующие осцилляции полевой зависимости вероятности туннелирования. 
С ростом константы взаимодействия с контактной средой (с увеличением ее 
«вязкости») эта интерференция оказывается подавленной и реализуется неос-
циллирующий режим диссипативного туннелирования. 
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Рис. 14. Сравнение теоретических кривых (светлая линия) в 1D-модели 

диссипативного туннелирования для Г = В ехр(–S) с учетом влияния  
двух локальных мод среды-термостата с экспериментальными  

кривыми ВАХ для полупроводниковых квантовых точек  
из InAS/GaAs (темная линия) 

 

 
Рис. 15. Теоретическая кривая для вероятности 1D-диссипативного  

туннелирования в неосциллирующем режиме переноса 
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Таким образом, проведенный анализ продемонстрировал качественное 
соответствие расчетных кривых для вероятности туннелирования с некото-
рыми экспериментальными ВАХ в схемах исследования управляемых харак-
теристик проводимости отдельных полупроводниковых квантовых точек 
InAS/GaAs. И хотя некоторые особенности на экспериментальных туннель-
ных ВАХ интерпретировались ранее другими авторами [33] как эффекты 
консервативного (резонансного) туннелирования, качественное сравнение 
полученных теоретических полевых зависимостей с экспериментальными 
ВАХ позволило сделать вывод о реализации в отдельных случаях эффектов 
диссипативного туннелирования. 

Заключение 
Аналитически рассчитана вероятность 1D-диссипативного туннелиро-

вания в приближении разреженного газа пар «инстантон – антиинстантон»  
с точностью до предэкспоненциального фактора с учетом влияния двух ло-
кальных фононных мод для двухъямного модельного осцилляторного потен-
циала во внешнем электрическом поле при конечной температуре. 

Показано, что характерный неэквидистантный спектр пиков на экспе-
риментальных ВАХ (для полупроводниковых квантовых точек из InAS/GaAs) 
и соответствующие пики на теоретической зависимости вероятности  
1D-диссипативного туннелирования с учетом влияния двух локальных фо-
нонных мод среды-термостата от напряженности приложенного электриче-
ского поля качественно совпадают гораздо лучше, чем это наблюдалось в мо-
дели, учитывающей влияние только одной локальной фононной моды. 

Теоретически выявлены осциллирующий и неосциллирующий режимы 
1D-диссипативного туннельного переноса с учетом влияния двух локальных 
фононных мод, при этом качественное соответствие с экспериментальной 
туннельной ВАХ для полупроводниковых квантовых точек из InAS/GaAs 
наблюдалось только в случае осциллирующего режима одномерного дисси-
пативного туннелирования. 

Учет влияния двух локальных фононных мод приводит к реализации 
как осциллирующего, так и неосциллирующего режимов 1D-диссипативного 
туннелирования. Выявлено качественное соответствие полевой зависимости 
вероятности 1D-диссипативного туннелирования в случае осциллирующего 
режима туннельного переноса с экспериментальными туннельными ВАХ для 
InAs/GaAs КТ, обусловленное существенным вкладом механизма диссипа-
тивного туннелирования. 
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К. Н. Нищев, М. И. Новопольцев, М. Ю. Малыгин,  
Ю. В. Чернобровкин, В. И. Беглов, А. Ф. Сигачев,  

В. П. Мишкин, Н. В. Моисеев, Е. Н. Лютова  

ВЛИЯНИЕ ГРАНУЛОМЕТРИЧЕСКОГО СОСТАВА  
НАПОЛНИТЕЛЯ И ТЕРМООБРАБОТКИ НА АДГЕЗИОННУЮ  

ПРОЧНОСТЬ МНОГОСЛОЙНОГО МЕТАЛЛИЧЕСКОГО  
ПОКРЫТИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ МЕТАЛЛОМАТРИЧНОГО 

КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА AlSiC1 
2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Современные силовые полупроводниковые приборы 

содержат в своей конструкции термокомпенсаторы, изготавливаемые из ме-
талломатричного композиционного материала на основе алюминиевого мат-
ричного сплава и микропорошка карбида кремния (ММК AlSiC). На поверх-
ность термокомпенсатора наносится многослойное металлическое покрытие, 
которое обеспечивает возможность прочного соединения термокомпенсатора 
с активным полупроводниковым кристаллом. Надежность силового полупро-
водникового прибора в значительной степени определяется адгезионной проч-
ностью данного покрытия с поверхностью композита. Целью работы является 
исследование влияния гранулометрического состава наполнителя и термооб-
работки на адгезионную прочность многослойного (Al-Ti-Ni-Ag) металличе-
ского покрытия, наносимого на поверхность ММК AlSiC методом магнетрон-
ного распыления. 

Материалы и методы. Исследуемые образцы ММК AlSiC на основе алю-
миниевого матричного сплава АК9 изготавливались методом вакуумно-
компрессионной пропитки. В качестве наполнителя использовались микропо-
рошки карбида кремния гранулометрического состава F120, F150, F180 и сме-
си F120+М10П (10 %), F150+М10П (10 %), F180+М10П (10 %). Четырехслой-
ное металлическое покрытие (Al-Ti-Ni-Ag) наносилось на поверхность иссле-
дуемых образцов ММК AlSiC методом магнетронного распыления. Адгезион-
ная прочность соединения покрытия с поверхностью композита определялась 
методом отслаивания (L-методом). 

Результаты. Измерена адгезионная прочность многослойного металличе-
ского покрытия на поверхности образцов ММК AlSiC с различным грануло-
метрическим составом наполнителя SiC в зависимости от продолжительности 
и температуры отжига в атмосфере водорода и аргона.  

Выводы. Отжиг исследуемых образцов в атмосфере водорода или аргона 
продолжительностью более 30 мин при температуре 450 °С (или более 60 мин 
при температуре 350 °С) приводит к значительному (почти к троекратному) 
возрастанию адгезионной прочности металлического покрытия.  

                                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках проекта  

№18-43-130010\18 р_а.  
2 © Нищев К. Н., Новопольцев М. И., Малыгин М. Ю., Чернобровкин Ю. В., Беглов В. И., Сигачев А. Ф.,  

Мишкин В. П., Моисеев Н. В., Лютова Е. Н., 2020. Данная статья доступна по условиям всемирной лицензии 
Creative Commons Attribution 4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), которая 
дает разрешение на неограниченное использование, копирование на любые носители при условии указа-
ния авторства, источника и ссылки на лицензию Creative Commons, а также изменений, если таковые  
имеют место. 
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K. N. Nishchev, M. I. Novopol'tsev, M. Yu. Malygin,  
Yu. V. Chernobrovkin, V. I. Beglov, A. F. Sigachev,  

V. P. Mishkin, N. V. Moiseev, E. N. Lyutova 

THE EFFECT OF THE GRANULOMETRIC COMPOSITION  
OF THE FILLER AND HEAT TREATMENT ON THE ADHESION  

STRENGTH OF MULTILAYER METAL COATING  
ON AlSiC MMС’S SURFACE 

 
Abstract. 
Background. Modern semiconductor power devices (SPD) contain temperature 

compensators (TC) in their design, which can be made of a metal matrix composite 
material based on an aluminum matrix alloy and silicon carbide micropowder 
(MMC AlSiC). A multilayer metal coating is applied to the TC surface, which 
makes it possible to firmly connect the TC with an active semiconductor crystal in 
the SPP. The adhesion strength of this coating to the surface of MMCM AlSiC 
largely determines the reliability of the SPP. The aim of this work is to study the ef-
fect of the granulometric composition of the filler and heat treatment on the adhe-
sion strength of multilayer Al-Ti-Ni-Ag metal coatings on the surface of AlSiC 
MMKM. 

Materials and methods. The studied samples of MMC AlSiC based on the AK9 
aluminum matrix alloy were prepared by the method of vacuum-compression im-
pregnation. As a filler, silicon carbide micropowders of grain size distribution F120, 
F150, F180 and mixtures F120 + M10P (10 %), F150 + M10P (10 %), F180 + 
M10P (10 %) were used. A four-layer metal coating (Al-Ti-Ni-Ag) was applied to 
the surface of the studied samples of MMCM AlSiC by magnetron sputtering. The 
adhesion strength of the bond between the coating and the composite surface was 
determined by the peeling method. 

Results. The adhesive strength of a multilayer metal coating on the surface of 
MMC AlSiC samples with different grain-size composition of SiC filler was meas-
ured depending on the duration and temperature of annealing in an atmosphere of 
hydrogen and argon. 

Conclusions. Annealing the samples under study in a hydrogen or argon atmos-
phere for more than 30 min at a temperature of 450 °C (or more than 60 min at a 
temperature of 350 °C) leads to a significant (almost threefold) increase in the adhe-
sion strength of the metal coating. 

Keywords: semiconductor power devices, AlSiC metal-matrix composite mate-
rial, multilayer metal coatings, thermal compensator, adhesion. 

Введение 
Одним из основных элементов конструкции силовых полупроводнико-

вых приборов (СПП) являются термокомпенсаторы (ТК), которые выступают 
основой для тонкого полупроводникового кристалла (ПК) большого диаметра 
(до 150 мм) и предохраняют его от термомеханических воздействий. Основ-
ные параметры СПП и их надежность в процессе эксплуатации в значитель-
ной степени определяются качеством соединения термокомпенсатора с полу-
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проводниковым кристаллом. Материал для изготовления термокомпенсато-
ров должен обладать определенным набором физических свойств. Во-первых, 
его коэффициент линейного термического расширения (КЛТР) должен быть 
близким к КЛТР кремния. Кроме того, он должен обладать высокой тепло-
проводностью, низким удельным электрическим сопротивлением и большой 
механической прочностью, а также иметь высокую температуру плавления. 
Этим требованиям удовлетворяет молибден, широко используемый в насто-
ящее время в конструкциях СПП. Однако молибден – достаточно редкий и 
дорогостоящий металл. Поэтому перспективным материалом для изготовле-
ния ТК является металломатричный композиционный материал (ММК) 
AlSiC, состоящий из наполнителя – микрочастиц карбида кремния опреде-
ленного гранулометрического состава и матричного алюминиевого сплава  
[1–3]. ММК AlSiC в настоящее время широко используется для изготовления 
теплопроводящих оснований мощных IGBT-модулей [4, 5]. 

Перспективным способом соединения полупроводниковых кристаллов 
СПП с термокомпенсаторами (в том числе изготовленными из ММК AlSiC) 
является низкотемпературное спекание (синтеринг) с использованием в каче-
стве соединительного слоя специальных серебросодержащих паст [6–10]. Для 
повышения прочности соединения на поверхность композитного ТК методом 
магнетронного распыления наносится многослойное (Al-Ti-Ni-Ag) металли-
ческое покрытие [11]. Требуемая высокая механическая прочность и надеж-
ность соединения ТК с ПК в значительной степени определяются адгезион-
ной способностью поверхности композитного ТК по отношению к наноси-
мому металлическому покрытию.  

Анализ литературных данных показывает, что адгезионные свойства 
поверхности металломатричных композиционных материалов практически не 
исследовались. В большинстве публикаций, посвященных исследованию ад-
гезионных свойств поверхностей материалов, изучается адгезионная способ-
ность подложек с гомогенной (по составу и морфологии) поверхностью. По-
верхность же ММК AlSiC является гетерогенной, она включает области «ма-
териал – матрица» и «материал – наполнитель», адгезионные свойства кото-
рых существенно различаются. Данное обстоятельство значительно усложня-
ет задачу нанесения на поверхность металломатричного композита металли-
ческого покрытия с заданной адгезионной прочностью соединения.  

Поскольку известно, что адгезионная прочность соединения адгезива  
с подложкой может возрастать в результате диффузии при термической обра-
ботке соединения [12], в данной работе нами исследовалось влияние отжига 
на адгезионную прочность многослойного металлического покрытия, нане-
сенного на поверхность исследуемых композитов. 

1. Образцы и методика эксперимента 
Исследуемые образцы ММК AlSiC получались методом вакуумно-

компрессионной пропитки пористых заготовок [13]. Для изготовления пори-
стых заготовок готовилась прессовочная смесь, состоящая из мелкодисперс-
ного порошка SiC заданного гранулометрического состава и связующего,  
в качестве которого использовалось жидкое стекло. Для получения соответ-
ствующих металломатричных композитов были изготовлены пористые заго-
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товки со следующими гранулометрическими составами порошка-напол-
нителя: F120 (100 %), F150 (100 %), F180 (100 %), F120(90 %) + М10П(10 %), 
F150(90 %) + М10П(10 %), F180(90 %) + М10П(10 %). 

Гранулометрический состав порошков SiC, применяемых при изготов-
лении исследуемых образцов ММК AlSiC, определяли с использованием ла-
зерного гранулометра Shimadzu SALD-3101. Результаты измерений приведе-
ны на рис. 1 и в табл. 1. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Гранулометрический состав порошков SiC, используемых в качестве  
наполнителей исследуемых композитов: а – F180, F150 и F120; б – М10П 
 

Таблица 1 
Средний размер частиц SiC в исследуемых композитных образцах 

Гранулометрический состав наполнителя Средний размер частиц, мкм 
F120 158,8 ± 0,2 
F150 128,3 ± 0,2 
F180 85,2 ± 0,2 

М10П 8,2 ± 0,1 
 
Предварительно подготовленная прессовочная смесь укладывалась  

в пресс-форму и прессовалась при давлении 300 МПа. Полученная пористая 
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заготовка извлекалась из пресс-формы и высушивалась при температуре  
110 °С на воздухе. Просушенные пористые заготовки устанавливались  
в оснастку для пропитки, нагревались до температуры 700–750 °С и помеща-
лись в камеру установки вакуумно-компрессионной пропитки над поверхно-
стью расплавленного матричного алюминиевого сплава АК9 в тигле. Затем 
камера откачивалась до давления 10 Па, пористые заготовки погружались  
в расплав и выдерживались при избыточном давлении 4–6 МПа в течение не-
скольких минут. После снятия внешнего давления пропитанные пластины 
ММК AlSiC извлекались из расплава, охлаждались, подвергались механиче-
ской обработке на плоскошлифовальном станке с алмазным кругом до шеро-
ховатости Rα не менее 1,0 мкм и разрезались на установке гидроабразивной 
резки на образцы размером 43×35×3 мм. 

Для повышения механической прочности соединения композитного 
термокомпенсатора с активным полупроводниковым кристаллом на поверх-
ность ТК наносилось многослойное металлическое покрытие. Покрытие со-
стояло из четырех слоев Al-Ti-Ni-Ag (с толщинами 1; 0,3; 0,5; 2 мкм соответ-
ственно), которые последовательно наносились на поверхность образцов 
ММК AlSiC методом магнетронного распыления в атмосфере аргона. 

Для исследования влияния режимов термообработки исследуемых об-
разцов ММК AlSiC с нанесенным на их поверхность многослойным металли-
ческим покрытием на адгезионную прочность покрытия образцы отжигались 
в атмосфере водорода или аргона при температуре 350 и 450 °С в течение  
30 и 60 мин. Часть образцов термообработке не подвергалась. 

Адгезионная прочность соединения металлического покрытия с по-
верхностью ММК AlSiC исследовалась методом неравномерного отрыва  
(отслаивания) [14–16] на испытательной машине SHIMADZU AG100KNX. 
Адгезионная прочность определялась из соотношения  

f F l= , 

где l – ширина отслаиваемой пленки. Значение усилия отслаивания F опреде-
лялось из диаграммы отслаивания, представляющей собой зависимость F от 
координаты границы области отрыва покрытия от подложки, перемещаю-
щейся в процессе измерения вдоль исследуемого образца. Для измерения ад-
гезионной прочности применялись тестовые полосы шириной 10 мм и тол-
щиной 0,1 мм, которые изготавливались из посеребренной медной фольги и 
отжигались в атмосфере водорода при температуре 450 °С в течение 30 мин. 
Тестовая полоса соединялась с поверхностью металлического покрытия пу-
тем пайки при температуре 210 °С с использованием паяльной пасты Оникс 
7020 (ТУ 005-00387275–2012).  

Измеренное нами значение прочности адгезионного отрыва тестовой 
полосы от поверхности данного припоя составляло 5,2 ± 0,1 Н/мм. 

2. Результаты и их обсуждение 
2.1. Определение объемной доли наполнителя методом  

растровой электронной микроскопии 

Физические свойства металломатричного композитного материала  
AlSiC в значительной степени определяются содержанием в нем матричного 
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алюминиевого сплава и частиц порошка карбида кремния (наполнителя). Для 
контроля содержания наполнителя в образцах ММК AlSiC можно использо-
вать метод химического растворения матричного алюминиевого сплава с по-
следующим определением доли нерастворенного осадка карбида кремния. 
Однако практика показывает, что не удается достичь полного растворения 
алюминия внутри пропитанной пористой заготовки из карбида кремния, что 
приводит к некорректным результатам. 

Для определения объемных долей матричного сплава и наполнителя  
в композитных материалах может быть использован метод рентгеновской 
микротомографии [17]. Однако определение доли наполнителя в образцах 
ММК AlSiC этим методом затруднительно, поскольку коэффициенты погло-
щения рентгеновского излучения алюминием и карбидом кремния имеют до-
статочно близкие значения. Поэтому не удается получить контрастное изоб-
ражение, позволяющее при последующей обработке результатов разделить 
области матричного сплава и наполнителя. Наши исследования показали, что 
данная задача может быть более успешно решена с использованием РЭМ-
изображений поверхности композита, полученных с применением детектора 
обратно рассеянных электронов (BSED). 

Для определения соотношения объемных долей матричного сплава и 
наполнителя в исследуемых образцах ММК AlSiC нами использовались 
изображения поверхности шлифов композитных образцов, которые были по-
лучены на РЭМ Quanta 200i 3D FEI, оснащенном BSED (рис. 2). Как видно из 
рис. 2, применение BSED обеспечивает высокий контраст изображения гете-
рогенной поверхности композита. Полученные изображения содержат хоро-
шо различимые темные области SiC-наполнителя и более светлые области 
матричного алюминиевого сплава. 

Процедура определения относительной объемной доли наполнителя  
в ММК AlSiC может быть проиллюстрирована на примере композита, содер-
жащего порошок карбида кремния F120. На рис. 2,а приведено РЭМ-изобра-
жение поверхности данного образца. Гистограмма этого изображения (зави-
симость количества пикселей изображения от уровня серого) показана на  
рис. 3 (кривая 1). На рис. 3 приведены также результаты обработки гисто-
граммы изображения методом наименьших квадратов тремя кривыми Гаусса. 
Кривая 2 соответствует темным пикселям в областях SiC-наполнителя на 
РЭМ-изображении, кривая 3 – светлым пикселям в области матричного спла-
ва и кривая 4 – областям на границе зерен карбида кремния. По соотношению 
площадей под кривыми 2 и 3 определялась относительная объемная доля 
наполнителя в образце МКМ AlSiC, которая составила 71 %. 

Дополнительно для исследуемого образца методом эталонной поромет-
рии с использованием поромера Standard Porosimeter 3.2 была определена от-
крытая пористость заготовки перед ее пропиткой матричным сплавом. Объ-
емная пористость, измеренная для пор с размерами в диапазоне от 80 до 20 
мкм, составила 32 %. Этот результат соответствовал объемной доле SiC-
наполнителя 68 % и был близок к результатам, полученным обработкой 
РЭМ-изображений.  

По РЭМ-изображениям, приведенным на рис. 2, была определена объ-
емная доля наполнителя в образцах МКМ AlSiC с исследуемыми грануломет-
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рическими составами наполнителя, которая составила 69 % для грануломет-
рического состава F150; 68 % – для F180; 70 % – для F120 + M10П (10 %); 
72 % – для F150 + M10П (10 %); 74 % – для F180 + M10П (10 %). 

 

  
а) б) 

  
в) г) 

  
д) е) 

Рис. 2. РЭМ-изображения поверхности образцов ММК AlSiC до нанесения  
металлического покрытия, полученные с применением детектора обратно  

рассеянных электронов (BSED). Гранулометрический состав наполнителя (SiC):  
а – F120 (100 %); б – F120 (90 %) + М10П (10 %); в – F150 (100 %);  

г – F150 (90 %) + М10П (10 %); д – F180 (100 %); е – F180 (90 %) + М10П (10 %) 
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Рис. 3. Обработка гистограммы РЭМ-изображения, приведенного на рис. 2,а.  
1 – гистограмма изображения; 2 – кривая Гаусса для областей наполнителя;  

3 – кривая Гаусса для областей матричного сплава; 4 – кривая Гаусса  
для областей на границе зерен наполнителя 

2.2. Адгезионная прочность металлического  
покрытия на поверхности ММК AlSiC 

На рис. 4–6 представлены графики зависимости адгезионной прочности 
многослойного (Al-Ti-Ni-Ag) металлического покрытия, определенной мето-
дом неравномерного отрыва (отслаивания), от длительности изотермического 
отжига исследуемых композитных образцов в атмосфере водорода и аргона.  

Как следует из приведенных данных, для выбранных составов наполни-
теля адгезионная прочность металлических покрытий, нанесенных на по-
верхность композитных образцов ММК AlSiC, не подвергнутых дополни-
тельной термообработке, отличается незначительно. Максимальные значения 
адгезионной прочности покрытия были получены для образцов, наполнитель 
которых содержал добавку мелкозернистой фракции SiC (порошок М10П).  

 

 
а) 

Рис. 4. Зависимость адгезионной прочности металлического покрытия  
от продолжительности изотермического отжига в атмосфере водорода и аргона  

при температуре 450 и 350 °С. Гранулометрический состав SiC наполнителя:  
а – F120 (100 %); б – F120 (90 %) + М10П (10 %) 
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б) 

Рис. 4. Окончание 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Зависимость адгезионной прочности металлического покрытия  
от продолжительности изотермического отжига в атмосфере водорода и аргона  

при температуре 450 и 350 °С. Гранулометрический состав SiC наполнителя:  
а – F150 (100 %); б – F150 (90 %) + М10П (10 %) 
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а) 

 
б) 

Рис. 6. Зависимость адгезионной прочности металлического покрытия  
от продолжительности изотермического отжига в атмосфере водорода и аргона  

при температуре 450 и 350 °С. Гранулометрический состав SiC наполнителя:  
а – F180 (100 %); б – F180 (90 %) + М10П (10 %) 

 
При этом значения адгезионной прочности покрытия на 10–15 % пре-

вышали адгезионную прочность образцов, наполнитель которых состоял 
только из крупнозернистой фракции. 

Результаты наших исследований показывают, что значительно более 
сильное влияние на адгезионную прочность покрытий оказывает дополни-
тельная термическая обработка металлизированных композитных образцов 
отжигом. Из результатов, приведенных на рис. 4–6, следует, что отжиг образ-
цов ММК AlSiC приводит к существенному возрастанию адгезионной проч-
ности металлического покрытия на их поверхности. Наиболее высокие значе-
ния адгезионной прочности достигались при отжиге исследуемых образцов 
при температуре 350 °С (в течение 60 мин и более) или при температуре  
450 °С (в течение 30 мин и более). В зависимости от гранулометрического со-
става наполнителя композита увеличение адгезионной прочности покрытия 
после отжига в указанных режимах может составлять от 1,8 ± 0,1 раза (для 
образцов ММК AlSiC с наполнителем F180) до 2,6 ± 0,1 раза для образцов  



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 196

с наполнителем F120 + 10 % М10П. Из этих данных также следует, что воз-
растание адгезионной прочности покрытия практически не зависело от соста-
ва атмосферы (водород, аргон), в которой проводилась термообработка ис-
следуемых образцов.  

С целью определения физического механизма (адгезионный или коге-
зионный) отслаивания исследуемого металлического покрытия от композит-
ной подложки в экспериментах по измерению адгезионной прочности нами 
изучена микроструктура и элементный состав сопряженных областей разру-
шения, формирующихся на поверхности ММК AlSIC и на поверхности отры-
ваемой тестовой полосы. Исследования были проведены с использованием 
РЭМ Quanta 200i 3D FEI, оснащенного BSED. Установлено, что отрыв метал-
лического покрытия от поверхности образцов ММК AlSiC в процессе изме-
рения адгезионной прочности соединения «покрытие – композит» всегда 
происходит по адгезионному механизму, независимо от гранулометрического 
состава наполнителя и режимов термической обработки.  

Заключение 
В результате проведенных исследований установлено, что для выбран-

ных составов наполнителя ММК AlSiC наиболее высокие значения адгезион-
ной прочности многослойного покрытия Al-Ti-Ni-Ag (с толщинами 1; 0,3; 
0,5; 2 мкм) достигаются для образцов, наполнитель которых содержал добав-
ку мелкозернистой фракции SiC со средним размером частиц около 8 мкм 
(порошок М10П). При этом значения адгезионной прочности покрытия на  
10–15 % превышают адгезионную прочность образцов, наполнитель которых 
состоит только из крупнозернистой фракции. Более сильное влияние на адге-
зионную прочность покрытия оказывает термическая обработка образцов от-
жигом. Показано, что в зависимости от гранулометрического состава напол-
нителя композита изотермический отжиг образцов в атмосфере водорода или 
аргона при температуре 450 °С (длительностью 30 мин) или при температуре 
350 °С (длительностью 60 мин) увеличивает адгезионную прочность покры-
тия от 1,8 ± 0,1 раза (для образцов МКМ AlSiC с наполнителем F180) до  
2,6 ± 0,1 раза для образцов МКМ AlSiC с наполнителем F120 + 10 % М10П. 

Библиографический список  
1. MMC AlSiC as alternative for molybdenum in power press-pack semiconductor design. 

Investigations of electric conductivity properties of AlSiC / A. Grishanin, K. Nishchev, 
V. Martynenko, V. Eliseev, M. Novopoltsev, A. Samoylov // PCIM Europe 2017  
(16–18 May 2017). – Nuremberg, Germany, 2017. – P. 1416–1419. 

2. Occhionero,  M. A.  Cost-effective manufacturing of aluminium silicon carbide  
(AlSiC) electronic packages / M. A. Occhionero, R. A. Hay, R. W. Adams, K. P. Fen-
nessy // Proceedings – International Symposium on Advanced Packaging Materials: Pro-
cesses, Properties and Interfaces. – 1999. – P. 118–124.  

3. The use of metal-matrix Al-SiC composites in heat-spreading bases of power electronic 
devices / K. N. Nishchev, V. V. Eliseev, L. A. Emikh, V. L. Novopoltsev, N. F. Fomin, 
V. A. Yudin, A. N. Afanas'ev-Khodykin // Polymer Science. Series D. – 2012. – Vol. 5, 
iss. 3. – P. 195–198  

4. Occhionero,  M. A.  AlSiC Baseplates for Power IGBT Modules: Design, Perfor-
mance and Reliability / M. A. Occhionero, K. P. Fennessy, R. W. Adams,  
G. J. Sundberg // Ceramics Process Systems. – 2003. – 6 p. 



№ 4 (56), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 197

5. Повышение надежности IGBT модулей с применением металлического компози-
ционного материала AlSiC / Е. Н. Каблов, Б. В. Щетанов, А. А. Шавнев,  
А. Н. Няфкин, В. В. Чибиркин, В. В. Елисеев, В. А. Мартыненко, В. Г. Мускати-
ньев, Л. А. Эмих, С. М. Вдовин, К. Н. Нищев // Авиационные материалы и техно-
логии. – 2010. – № 4 (17). – С. 3–6. 

6. Patentschrift DE 3414065 C2, Deutsches Patentamt / Fellenger J., Baumgartner W., 
1989. 

7. Europäische Patentschrift EP 0 242 626 B1, Europäisches Patentamt / Schwarzbauer H., 
1991. 

8. Schwarzbauer,  H.  Novel Large Area Joining Technique for Improved Power De-
vice Performance / H. Schwarzbauer, R. Kuhnert // IEEE Trans. Ind. Appl. – 1991. – 
Vol. 27, № 1. – P. 93. 

9. Scheuermann,  U.  Low Temperature Joining Technology – a High Reliability  
Alternative to Solder Contacts / U. Scheuermann, P. Wiedl // Workshop on Metal Ce-
ramic Composites for Functional Applications. – Wien, 1997. – P. 181–192. 

10. Исследование процесса низкотемпературного спекания серебросодержащих паст 
методом растровой электронной микроскопии / К. Н. Нищев, М. И. Новопольцев, 
К. В. Саврасов, В. П. Мишкин, В. В. Елисеев, В. А. Мартыненко, А. В. Гришанин // 
Прикладная физика. – 2015. – № 3. – С. 10–14. 

11. Optimization of properties thermal compensators from MMC AlSiC for thyristors and 
IGBT modules / K. Nishchev, M. Novopoltsev, M. Malygin, E. Osipova, D. Pyshkov // 
PCIM Europe Conference Proceedings. – 2020. – Vol. 1. – С. 1267–1271. – URL: https:// 
www.scopus.com/record/display.uri?eid=2-s2.0-85089662253&origin=resultslist 

12. Тонкие пленки: Взаимная диффузия и реакции / Дж. Поут, К. Ту, Дж. Мейер и др. – 
Москва : Мир, 1982. – 576 с. 

13. Патент 110310 Российская Фежерация. Устройство для получения изделия из ме-
талломатричного композиционного материала / Kablov E. N., Chibirkin V. V., 
Vdovin S. M., Grashchenkov D. V.,  Shchetanov B. V., Prokof'ev S. A., Muskatinev V. G., 
Nishchev K. N. – 31.05.2011. 

14. ГОСТ 28574–90 (СТ СЭВ 6319-88). Защита от коррозии в строительстве. Кон-
струкции бетонные и железобетонные. Методы испытаний адгезии защитных по-
крытий. – Москва, 1990. 

15. ГОСТ 15140–78. Материалы лакокрасочные. Метод определения адгезии. – 
Москва, 1978.  

16. ГОСТ 32299–2013. Материалы лакокрасочные. Определение адгезии методом от-
рыва. – Москва, 2013. 

17. Лабораторные рентгеновские микротомографы на монохроматическом излучении / 
В. Е. Асадчиков, А В. Бузмаков, Д. А. Золотов, Р. А. Сенин, А. С. Геранин // Кри-
сталлография. – 2010. – Т. 55, № 1. – С. 7–9. 

References 
1. Grishanin A., Nishchev K., Martynenko V., Eliseev V., Novopoltsev M., Samoylov A. 

PCIM Europe 2017 (16–18 May 2017). Nuremberg, Germany, 2017, pp. 1416–1419. 
2. Occhionero M. A., Hay R. A., Adams R. W., Fennessy K. P. Proceedings – Interna-

tional Symposium on Advanced Packaging Materials: Processes, Properties and Inter-
faces. 1999, pp. 118–124.  

3. Nishchev K. N., Eliseev V. V., Emikh L. A., Novopoltsev V. L., Fomin N. F.,  
Yudin V. A., Afanas'ev-Khodykin A. N. Polymer Science. Series D. 2012, vol. 5, iss. 3, 
pp. 195–198  

4. Occhionero M. A., Fennessy K. P., Adams R. W., Sundberg G. J. Ceramics Process 
Systems. 2003, 6 p. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 198

5. Kablov E. N., Shchetanov B. V., Shavnev A. A., Nyafkin A. N., Chibirkin V. V., 
Eliseev V. V., Martynenko V. A., Muskatin'ev V. G., Emikh L. A., Vdovin S. M., 
Nishchev K. N. Aviatsionnye materialy i tekhnologii [Aviation materials and technolo-
gies]. 2010, no. 4 (17), pp. 3–6. [In Russian] 

6. Patentschrift DE 3414065 C2, Deutsches Patentamt [Patent DE 3414065 C2, German 
Patent Office]. Fellenger J., Baumgartner W., 1989. 

7. Europäische Patentschrift EP 0 242 626 B1, Europäisches Patentamt [European patent 
specification EP 0 242 626 B1, European Patent Office]. Schwarzbauer H., 1991. 

8. Schwarzbauer H., Kuhnert R. IEEE Trans. Ind. Appl. 1991, vol. 27, no. 1, p. 93. 
9. Scheuermann U., Wiedl P. Workshop on Metal Ceramic Composites for Functional 

Applications. Wien, 1997, pp. 181–192. 
10. Nishchev K. N., Novopol'tsev M. I., Savrasov K. V., Mishkin V. P., Eliseev V. V., 

Martynenko V. A., Grishanin A. V. Prikladnaya fizika [Applied physics]. 2015, no. 3, 
pp. 10–14. [In Russian] 

11. Nishchev K., Novopoltsev M., Malygin M., Osipova E., Pyshkov D. PCIM Europe 
Conference Proceedings. 2020, vol. 1, pp. 1267–1271. Available at: 
https://www.scopus.com/record/display.uri?eid=2-s2.0-
85089662253&origin=resultslist 

12. Pout Dzh., Tu K., Meyer Dzh. et al. Tonkie plenki: Vzaimnaya diffuziya i reaktsii [Thin 
Films: Interdiffusion and reactions]. Moscow: Mir, 1982, 576 p. [In Russian] 

13. Patent 110310 Russian Federation. Ustroystvo dlya polucheniya izdeliya iz me-
tallomatrichnogo kompozitsionnogo materiala [A device for producing a product from 
a metal matrix composite material]. Kablov E. N., Chibirkin V. V., Vdovin S. M., 
Grashchenkov D. V., Shchetanov B. V., Prokof'ev S. A., Muskatinev V. G., Nishchev 
K. N. 31.05.2011. [In Russian] 

14. GOST 28574–90 (ST SEV 6319-88). Zashchita ot korrozii v stroitel'stve. Konstruktsii 
betonnye i zhelezobetonnye. Metody ispytaniy adgezii zashchitnykh pokrytiy [State 
Standart 28574-90 (ST SEV 6319-88). Corrosion protection in construction. Concrete 
and reinforced concrete structures. Test methods for adhesion of protective coatings]. 
Moscow, 1990. [In Russian] 

15. GOST 15140–78. Materialy lakokrasochnye. Metod opredeleniya adgezii [State 
Standart 15140-78. Paints and varnishes. Method for determining adhesion]. Moscow, 
1978. [In Russian] 

16. GOST 32299–2013. Materialy lakokrasochnye. Opredelenie adgezii metodom otryva  
[State Standart 32299-2013. Paints and varnishes. Determination of adhesion by pull-
off method]. Moscow, 2013. [In Russian] 

17. Asadchikov V. E., Buzmakov A. V., Zolotov D. A., Senin R. A., Geranin A. S. Kristal-
lografiya [Crystallography]. 2010, vol. 55, no. 1, pp. 7–9. [In Russian] 

 
 

Нищев Константин Николаевич 
кандидат физико-математических наук, 
доцент, директор Института физики 
и химии, Национальный  
исследовательский Мордовский  
государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Nishchev Konstantin Nikolaevich 
Candidate of physical and mathematical 
sciences, associate professor, director 
of the Institute of Physics and Chemistry, 
Ogarev Mordovia State University  
(68 Bolshevistskaya street, Saransk, Russia) 

E-mail: nishchev@inbox.ru 
 
 



№ 4 (56), 2020                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Physics 199

Новопольцев Михаил Ильич 
кандидат физико-математических наук, 
доцент, кафедра общей физики, 
Национальный исследовательский  
Мордовский государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Novopol'tsev Mikhail Il'ich 
Candidate of physical and mathematical 
sciences, associate professor, sub- 
department of general physics, 
Ogarev Mordovia State University  
(68 Bolshevistskaya street, Saransk, Russia) 

E-mail: novopol@inbox.ru 
 
Малыгин Михаил Юрьевич 
инженер-конструктор,  
ПАО «Электровыпрямитель» (Россия,  
г. Саранск, ул. Пролетарская, 126) 

Malygin Mikhail Yur’evich 
Design engineer, PJSC  
“Elektrovypryamitel” (126 Proletarskaya  
street, Saransk, Russia) 

E-mail: maligin-m.y@yandex.ru 
 
Чернобровкин Юрий Васильевич 
инженер, кафедра общей физики,  
Национальный исследовательский  
Мордовский государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Chernobrovkin Yuriy Vasil'evich 
Engineer, sub-department of general  
physics, Ogarev Mordovia State University 
(68 Bolshevistskaya street, Saransk, Russia) 

E-mail: novopol@inbox.ru 
 
Беглов Владимир Иванович 
кандидат физико-математических наук, 
доцент, кафедра радиотехники, 
Национальный исследовательский  
Мордовский государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Beglov Vladimir Ivanovich 
Candidate of physical and mathematical 
sciences, associate professor,  
sub-department of radio engineering, 
Ogarev Mordovia State University  
(68 Bolshevistskaya street, Saransk, Russia) 

E-mail: beglowlad@yandex.ru 
 
Сигачев Александр Федорович 
ведущий инженер, кафедра физики  
твердого тела, Национальный  
исследовательский Мордовский  
государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Sigachev Aleksandr Fedorovich 
Leading engineer, sub-department of solid  
state physics, Ogarev Mordovia State  
University (68 Bolshevistskaya  
street, Saransk, Russia) 

E-mail: siaf@mail.ru  
 
Мишкин Владимир Петрович 
инженер, кафедра общей физики,  
Национальный исследовательский  
Мордовский государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Mishkin Vladimir Petrovich 
Engineer, sub-department of general  
physics, Ogarev Mordovia State University  
(68 Bolshevistskaya street, Saransk, Russia) 

E-mail: Vladimirm1978@mail.ru 
 
 
 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 200

Моисеев Николай Владимирович 
кандидат физико-математических наук, 
доцент, кафедра полупроводниковых  
материалов и приборов, Национальный 
исследовательский Мордовский  
государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Moiseev Nikolay Vladimirovich 
Candidate of physical and mathematical 
sciences, associate professor,  
sub-department of semiconductor  
materials and devices, Ogarev Mordovia  
State University (68 Bolshevistskaya  
street, Saransk, Russia) 

E-mail: moiseev-nv@mail.ru 
 
Лютова Екатерина Николаевна 
инженер, кафедра общей физики,  
Национальный исследовательский  
Мордовский государственный университет  
имени Н. П. Огарева (Россия, г. Саранск,  
ул. Большевистская, 68) 

Lyutova Ekaterina Nikolaevna 
Engineer, sub-department of general  
physics, Ogarev Mordovia State  
University  (68 Bolshevistskaya street,  
Saransk, Russia) 

E-mail: ekat.lyutova@yandex.ru 
 

 
Образец цитирования: 
Влияние гранулометрического состава наполнителя и термообработки 

на адгезионную прочность многослойного металлического покрытия  
на поверхности металломатричного композиционного материала AlSiC /  
К. Н. Нищев, М. И. Новопольцев, М. Ю. Малыгин, Ю. В. Чернобровкин,  
В. И. Беглов, А. Ф. Сигачев, В. П. Мишкин, Н. В. Моисеев, Е. Н. Лютова // 
Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математи-
ческие науки. – 2020. – № 4 (56). – С. 186–200. – DOI 10.21685/2072-3040-
2020-4-10. 
 
 
 



№ 4, 2008                                                   Технические науки. Сведения об авторах 

 201

Вниманию авторов! 
 

Редакция журнала «Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. 
Физико-математические науки» приглашает специалистов опубликовать на его стра-
ницах оригинальные статьи, содержащие новые научные результаты в области мате-
матики, физики, механики, а также обзорные статьи по тематике журнала. 

Статьи, ранее опубликованные, а также принятые к опубликованию в других 
журналах, редколлегией не рассматриваются. 

Редакция принимает к рассмотрению статьи, подготовленные с использовани-
ем текстового редактора Microsoft Word for Windows (тип файла – RTF, DOC). 

Необходимо представить статью в электронном виде (VolgaVuz@mail.ru) и 
дополнительно на бумажном носителе в двух экземплярах. Оптимальный объем руко-
писи 10–14 страниц формата А4. Основной шрифт статьи – Times New Roman, 14 pt че-
рез полуторный интервал. Статья обязательно должна содержать индекс УДК, ключе-
вые слова и развернутую аннотацию объемом от 100 до 250 слов, имеющую четкую 
структуру на русском (Актуальность и цели. Материал и методы. Результаты. Выводы) 
и английском языках (Background. Materials and methods. Results. Conclusions).  

Обращаем внимание авторов на то, что в соответствии с этическим кодексом 
журнала для обеспечения единообразия перевод фамилии, имени, отчества каждого ав-
тора на английский язык (в сведениях об авторах и списке литературы) осуществляется 
автоматически с использованием программы транслитерации в кодировке BGN (сайт 
translit.ru). 

Рисунки и таблицы должны быть размещены в тексте статьи и представлены  
в виде отдельных файлов (растровые рисунки в формате TIFF, ВМР с разрешением 
300 dpi, векторные рисунки в формате Corel Draw с минимальной толщиной линии 
0,75 рt). Рисунки должны сопровождаться подрисуночными подписями.  

Формулы в тексте статьи обязательно должны быть набраны в редакторе 
формул Microsoft Word Equation (версия 3.0) или MathType. Символы греческого и 
русского алфавита должны быть набраны прямо, нежирно; латинского – курсивом, 
нежирно; обозначения векторов и матриц прямо, жирно; цифры – прямо, нежирно. 
Наименования химических элементов набираются прямо, нежирно. Эти же требова-
ния необходимо соблюдать и в рисунках. Допускается вставка в текст специальных 
символов (с использованием шрифтов Symbol). 

В списке литературы нумерация источников должна соответствовать  
очередности ссылок на них в тексте ([1], [2], …). Номер источника указывается  
в квадратных скобках. Требования к оформлению списка литературы на русские 
и иностранные источники: для книг – фамилия и инициалы автора, название, город, 
издательство, год издания, том, количество страниц; для журнальных статей, сбор-
ников трудов – фамилия и инициалы автора, название статьи, полное название журна-
ла или сборника, серия, год, том, номер, страницы; для материалов конференций – 
фамилия и инициалы автора, название статьи, название конференции, город, изда-
тельство, год, страницы. 

К материалам статьи должна прилагаться следующая информация: фамилия, 
имя, отчество, ученая степень, звание и должность, место и юридический адрес работы 
(на русском и английском языках), e-mail, контактные телефоны (желательно сотовые). 

Плата с аспирантов за публикацию рукописей не взимается. Рукопись, полу-
ченная редакцией, не возвращается. Редакция оставляет за собой право проводить ре-
дакторскую и допечатную правку текстов статей, не изменяющую их основного смыс-
ла, без согласования с автором. 

Статьи, оформленные без соблюдения приведенных выше требований, 
к рассмотрению не принимаются. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 202

Уважаемые читатели! 
Для гарантированного и своевременного получения журнала «Известия выс-

ших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки» 
рекомендуем вам оформить подписку. 

 
Журнал выходит 4 раза в год. Научные специальности журнала: 
01.01.02 Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное 

управление 
01.01.07 Вычислительная математика 
01.01.09 Дискретная математика и математическая кибернетика 
01.04.02 Теоретическая физика 
01.04.05 Оптика 
01.04.10 Физика полупроводников 
01.04.15 Физика и технология наноструктур, атомная и молекулярная физика 
01.04.16 Физика атомного ядра и элементарных частиц 
 
Стоимость одного номера журнала –500 руб. 00 коп. 
Для оформления подписки через редакцию необходимо заполнить и отправить 

заявку в редакцию журнала: факс/тел. (841-2) 64-32-89. Е-mail: VolgaVuz@mail.ru 
 

Подписку можно также оформить по объединенному каталогу «Пресса Рос-
сии» тематические разделы «Научно-технические издания. Известия РАН. Известия 
ВУЗов». Подписной индекс – 82413. 

 
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –  

 
ЗАЯВКА 

Прошу оформить подписку на журнал «Известия высших учебных заведений. 
Поволжский регион. Физико-математические науки» на 20__ г. 
 
№ 1 – ______ шт., № 2 – ______ шт., № 3 – ______ шт., № 4 – ______ шт. 
Наименование организации (полное) __________________________________  
 __________________________________________________________________  
ИНН ___________________________ КПП _____________________________  
Почтовый индекс  __________________________________________________  
Республика, край, область ____________________________________________  
Город (населенный пункт) ___________________________________________  
Улица ____________________________________ Дом ____________________  
Корпус __________________________ Офис ____________________________  
ФИО ответственного ________________________________________________  
Должность ________________________________________________________  
Тел. ________________ Факс ______________ Е-mail _____________________  
Руководитель предприятия ____________________  ______________________  

(подпись)                                 (ФИО) 
 

Дата «____» _________________ 20__ г. 




